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第 一 讲 
连 续 统 


淹 什么 数学 分 析 必 须 从 研究 连续 统 开始 ? 一 -为 什么 没有 
完整 的 实数 理论 的 建立 是 不 能 研究 连续 统 的 ? 一 一 无 理 数 的 
构造 ， 一 连续 统 理论 ，- 一 基本 纪 理 . 


为 秆 企 数学 分 析 但 须 从 研究 过 续 闹 开始 ? “变量 y 称 
为 变量 x 的 函数 ， 如 果 对 于 变量 x 的 每 一 个 值 ， 量 y 都 有 了 唯 
一 确定 的 值 与 之 对 应 . ”可 以 把 这 各 话 当 作 是 开户 商 等 数学 领 
域 的 大门 ， 便 助 于 这 人 句 话 我 们 可 以 定义 最 重要 的 、 最 首要 的 
数学 分 析 概 念 一 一 函数 关系 概念 ， 在 此 概念 中 ， 已 经 莫 定 了 
借助 数学 工具 来 把 握 自 然 现象 和 技术 过 程 的 完整 思想 的 萌 
芽 . 这 就 是 为 什么 我 们 必须 毫 不 含糊 地 要 求 这 个 定义 有 完全 
的 、 无 可 指责 的 明确 性 ; 其 中 的 每 一 个 字 痢 不 应 引起 一 点 怀 
疑 的 阴影 ， 在 此 ， 极 小 的 一 点 歧义 都 可 能 危及 所 构筑 的 整个 
庄 广 的 大 厦 ， 这 个 大 厦 是 科学 ， 它 就 是 以 此 概念 为 基础 建造 
起 来 的 ， 坚 义 会 使 得 这 座 大 厦 成 为 不 完善 的 ， 诡 要 从 根本 上 
重建 . 

而 同时 我 们 开始 时 作 的 那个 简单 的 表述 ， 在 进一步 地 研 
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究 上 时， 在 许多 地 方 是 含义 不 明 的 并 且 容 许 不 同 的 解释 我们 
在 这 里 只 注意 这 种 不 清楚 的 地 方 之 一 ， 因 为 恰恰 是 试图 把 这 
一 点 的 内 容 最 后 弄 清 楚 ， 把 我 们 紧 紧 地 红 向 我 们 今天 的 讲义 
的 对 象 . 

我 们 的 定义 包含 了 这 样 的 字眼 : “对 量 x 的 每 一 个 值 ”， 
为 了 不 留 下 任何 含糊 之 处 ， 我 们 必须 无 条 件 地 要 求 给 大 家 解 
释 清楚 术语 “变量 的 值 ” 的 意义 、 但 这 还 是 小 事 ， 在 我 们 的 
定义 中 说 到 的 是 “每 一 个 值 "， 由 此 得 知 ; 要 想 充 分 了 和 解 这 个 
定义 ， 只 掌握 量 x 的 某 些 个 别 的 值 的 概念 是 不 够 的 。 最 要 紧 
的 是 ， 我 们 应 当 完全 精密 地 理解 这 些 值 的 整个 集合 ， 整 个 的 
“车 积 ”， 这 些 值 中 的 任何 一 个 都 应 当 有 一 个 确定 的 量 y 的 什 
与 之 对 应 ， 我 们 应 当 了 解 在 数学 分 析 中 称 为 已 知 函 数 的 “ 定 
义 域 ”的 ， 是 什么 东西 

什么 是 变量 的 个 别 的 值 ? 我 们 知道 ， 这 就 是 数 ， 如 果 是 
这 样 ， 则 所 有 这 些 值 的 集合 就 是 某 些 数 的 集合 
的 数 集 ， 这 个 集合 是 什么 样 的 ? 它 包 含有 什么 样 的 数 ? 我 们 
从 一 开始 就 排除 了 考虑 虚数 , 而 假设 所 有 的 量 x 和 y 的 值 都 
是 实数 . 那么 ， 所 有 的 实数 都 可 以 作为 量 工 的 值 吗 ? 如 果 不 
是 ， 那 么 什么 样 的 可 以 而 什么 样 的 不 可 以 呢 ? 

关于 所 有 这 一 切 在 我 们 的 定义 里 什么 也 没有 说 ， 而 这 是 
完 金 明白 的 ， 因 为 不 可 能 对 所 有 的 消 数 都 用 同一 方式 回 管 这 
个 问题 〔〈 而 实质 上 其 诗 对 同一 个 函数 在 不 局 的 问题 中 也 不 
行 ). 函数 的 定义 域 既 取决 于 该 函数 的 性 质 , 也 取决 于 那些 特 
定 的 问题 ， 正 是 为 了 解决 这 些 问 题 我 们 才 在 当前 的 研究 中 需 
要 这 个 户 数 .因为 很 容易 明白 ， 同 一 个 函数 在 不 同 的 间 题 中 
是 对 不 同 的 自 变量 值 进行 研究 和 的， 对 所 有 这 一 切 我 们 知道 许 
多 例子 ， 例 如 :函数 y = zl (至 少 在 初等 数学 范围 内 ) 只 对 
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正 整 数 r 研究 才 有 意义 ; 函数 y 二 lg x 只 对 +>0 有 意义 ,等 
等 ， 可 以 容易 地 想 出 这 种 例子 ， 其 中 函数 的 自然 定义 域 会 是 
结构 十 分 复杂 的 数 集 , 

但 有 是， 如果 我 们 自问 ， 不 仅 在 数学 分 析 本 身 中 ， 而 且 在 
其 应 用 中 ， 我 们 实际 上 最 常见 的 量 x 的 值 的 集合 是 什么 样 
的 ? 则 我 们 应 该 说 ， 在 绝 大 多 数 情况 下， 函数 的 这 类 定义 域 
是 “区 间 ”( 闭 的 或 开 的 ) ， 即 介 于 两 个 已 知 数 之 间 的 所 有 实 
数 的 集合 ‘包含 或 者 除去 这 两 个 数 )， 有 时 这 个 区 间 成 为 半 直 
线 ( 例 她 ;x 汪 > 0 )， 这 就 开明 ， 量 xz 的 值 的 集合 是 大 于 (或 
坷 小 于 ) 某 个 数 的 所 有 实数 的 集合 《有 时 条 件 > 或 二 要 代 之 
以 条 件 之 或 者 所 ). 最 后 , 还 有 这 样 的 情形 ， 即 区 间 变 成 为 整 
个 直线 ， 即 量 x 的 值 可 以 是 所 有 的 实数 ， 这 时 则 说 函数 的 定 
义 域 是 整个 实 轴 或 者 “ 数 直 线 ” 

无 论 如 何 ， 我 们 看 到 ， 对 于 数学 分 析 中 的 函数 而 言 ， 函 
数 在 其 上 发 展 且 展示 其 个 别 的 特点 的 那个 域 、 那 个 场地 ， 函 
数 在 其 中 才能 成 为 自然 科学 的 和 技术 的 强大 数学 武器 的 载 
体 ， 者 是 所 有 实数 的 集合 . 这 个 集合 在 数学 中 被 称 为 连续 统 
(确切 些 说 是 线性 连续 统 )， 完 全 像 培育 植物 之 前 ， 必 须 仔细 
地 研究 土壤 一 样 ,在 高 等 数学 中 我 们 期 望 热 心 人 依 千 科学 ,而 
个 是 上 只 午 碰 运气 的 庄户 人 ， 在 以 函数 关系 概念 为 基础 建筑 这 
个 科学 的 整个 大 厦 之 前 ， 应 当 以 仔细 的 方式 研究 这 个 概念 融 
以 生存 和 发 展 的 载体 .这 就 是 为 什么 在 所 有 的 认真 地 科学 地 
纺 成 的 数学 分 析 教 程 中 ， 连 续 统 都 是 第 一 个 研究 对 象 ， 且 只 
有 当 其 本 质 以 及 性 质 被 充分 掌握 之 后 ， 才 可 能 转 耐 进入 对 函 
数 关 系 概念 的 根本 的 研究 ， 而 连续 统 的 结构 并 不 像 我 们 初 看 
时 设想 的 那么 简单 .展现 在 我 们 眼前 的 实数 沁 界 是 一 个 复杂 
的 、 窗 含 各 种 各 样 细节 的 结构 。 对 它 作 全 面 的 研究 ， 直 到 现 
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在 还 不 能 认为 科学 已 经 完成 了 这 件 事 . 

荡 导 生肖 有 完整 和 的 洋 专 理 滩 的 建立 是 不 前 研 帘 连 娄 将 
的 ? ”这 样 一 来 , 连续 统 是 什么 样 的 ? 存在 着 什么 样 的 实数 ? 
何 时 以 及 为 什么 我 们 才 可 以 想 信 已 经 实际 上 掌握 了 饭 有 实数 
的 全 部 ? 

在 初等 代数 里 ， 我 们 掌握 了 全 部 有 理 数 的 集合 ， 即 所 有 
的 整数 和 分 数 ， 既 有 正 的 ， 而 县 也 有 负 的 .但 很 快 地 我 们 就 
开始 注意 到 这 些 数 对 我 们 来 说 是 不 够 用 的 . 这 是 什么 意思 ?为 
什么 不 能 只 局 限于 有 理 数 呢 ? 我们 不 能 这 样 做 是 因为 在 有 理 
数 中 没有 例如 2 这 个 数 , 即 找 不 到 平方 等 于 数 2 的 有 理 数 . 
而 为 什么 必须 有 这 样 的 数 呢 ?因为 就 是 边 长 为 1 的 正方 形 的 
对 角 线 恰好 有 长 度 ~ 2 ， 因 而 如 果 我 们 否定 了 这 个 数 的 存 
在 ， 则 我 们 对 几何 学 中 如 此 简单 地 产生 的 线段 的 长 度 ， 就 不 
能 以 任何 数 来 表达 了 ， 显 然 ， 在 这 样 的 基础 上 度 景 几何 就 不 
可 能 得 到 发 展 , 这 就 是 说 , v2 应 当 在 实数 中 找到 其 位 置 . 但 
在 有 理 数 中 是 没有 它 的 位 置 的 . arpa 
是 这 个 ~/ 2 绝对 不 会 只 满足 于 我 们 只 是 亲 认 它 的 存在 : 

上 就 会 开始 要 求 ， 首 先 在 有 理 数 中 间 给 它 dn 
置 ， 即 准确 地 找 出 什么 样 的 有 理 数 小 于 它 以 及 什么 样 的 有 理 
数 大 于 它 ( 例 如 /2 > 1 一 一 正方 形 的 对 角 线 大 于 其 边 ). 其 
次 , 它 要 求 我 们 要 学 会 对 它 进 行 运算 , 就 像 对 有 理 数 一 样 , 还 
要 与 有 理 数 的 运算 相 容 例如; pr 
于 1 十 2, 这 要 求 我 们 对 这 个 数 也 赋予 意义 ， 即 把 它 

Ge 
且 是 合理 的 ， 而 且 如 果 我 们 目前 还 不 回答 这 些 问 题 ， 则 这 只 
是 因为 我 们 马上 还 要 引 人 另 外 的 许多 新 数 进 入 到 我 们 的 领 
束 ， 它们 全 部 都 毫 无 例外 地 将 对 我 们 提出 这 禅 的 要 求 ， 所 以 
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最 简单 的 办 法 是 在 今后 同时 满足 所 有 这 些 新 数 的 要 求 ， 商 不 
对 每 一 个 数 个 别 地 处 理 其 细节 . 

在 V2 以 后 ， 我 们 的 领域 中 自然 的 且 是 不 可 避免 的 要 包 
含 所 有 的 有 理 数 的 平方 根 (正和 的 和 负 的 ), 然后 是 立方 根 以 及 
一 . 般 的 所 有 疹 如 

而 C1) 
的 数 , 其 中 是 任意 的 正 有 理 数 , 而 4 是 任意 的 一 个 沁 2 的 整 
数 ， 但 如 众所周知 ， 事 情 还 不 只 这 些 ， 像 前 面 作出 正方 形 的 
对 角 线 的 表示 一 样 ， 还 有 许多 具体 的 问题 要 求 我 们 在 一 系列 
情况 下 把 全 部 代数 方程 的 根 作为 新 的 数 ， 只 要 已 知 方程 在 我 
们 已 经 引进 的 数 中 没有 根 ， 就 会 发 生 这 样 的 情况 ， 因 为 我 们 
又 不 能 否认 这 些 根 存在 ， 不 能 剥夺 某 些 完全 具体 确定 的 量具 
有 数 的 特征 . 

让 我 们 在 此 方向 上 进行 到 底 . 我 们 称 形 如 Ptry = 0 的 方 
程 的 所 有 根 ( 实 的 ) 为 代数 数 , 其 中 的 P(x) 为 带 整 系数 的 任 
意 的 多 项 式 , 并 且 把 所 有 的 实 的 代数 数 都 引入 我 们 的 领域 , 特 
别 地 ， 我 们 因而 把 所 有 形 如 (1) 的 数 引 大 了 我 们 的 领域 ， 因 
为 数 王 可 定义 为 方程 gz" 一 户 = 9 的 根 ， 其 中 立 二 r+ 是 有 理 
数 的 通常 的 分 数 表 示 . 作为 更 为 特殊 的 情况 是 任何 有 理 数 
-一 人 作为 方程 gx 一 p 一 0 的 根 也 应 局 于 代数 数 的 集合 之 
中 . - 

可 以 很 容易 将 代数 数 的 整个 领域 进行 所 谓 “ 排 序 ”, 即 指 
明 一 个 法 则 ,使 得 对 任意 两 个 代数 数 都 能 确定 谁 大 谁 小 ;稍微 
用 难 , 但 还 不 太 复 杂 的 是 ,确定 一 个 法 则 对 这 些 数 进行 任何 通 
常 的 代数 运算 ,使 得 这 些 运算 的 结果 始终 仍然 是 代数 数 , 因此 
一 一 这 是 很 重要 的 关键 一 对 代数 数 进行 代数 运算 永远 只 
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会 得 出 代数 数 ,而 不 需要 引 人 和 人 什么 新 的 数 了 . 

起 许 我 们 能 够 现在 就 停 下 来 ,认为 实数 域 的 构造 究 成 了 
并 且 因 此 把 所 有 的 代数 数 的 集合 当 作 连续 统 ? 

你 所 周知 ， 我 们 不 能 这 样 散 ， 并 且 也 熟知 为 什么 不 能 这 
样 做 ， 如 果 对 于 至 今 为 止 许多 代数 埋 论 而 言 可 以 满足 于 我 们 
所 构造 的 数 的 话 ， 则 恰恰 是 对 于 分 本 而 育 ， 限 于 代数 数 是 完 
全 不 行 的 ， 问 题 在 于 ， 数学 分 析 的 第 一 步 就 要 对 于 初等 代数 
运算 添加 基本 的 且 是 最 重要 的 分 析 运 算 一 -极限 过 程 ， 有 很 
多 情形 ， 有 完全 具体 的 理由 迫使 我 们 去 了 解 这 个 或 那个 数 序 
列 极限 的 存在 ， 况 且 ， 这 个 极限 显现 在 我 们 面前 是 作为 有 着 
具体 的 且 是 现实 的 意义 的 数 ， 而 且 在 今后 我 们 还 期 望 对 它 进 
行 代数 运算 和 分 析 运 算 . 如 果 事 情 是 这 样 的 ， 尾 何 我 们 认为 
应 当 具 有 确定 的 极限 的 代数 数 序列 ， 其 极限 实际 上 同样 存在 
于 代数 数 的 范围 之 内 ， 由 就 可 以 假设 代数 数 这 个 范围 也 就 是 
连续 统 , 除 代 数 数 之 外 , 数学 分 析 不 再 需要 任何 其 他 的 实数 . 

但 事情 并 非 这 个 样子 , 如 果 我 们 取 一 个 半径 为 1 的 图 ,并 
且 作 出 其 内 接 正 多 边 形 ， 无 限 地 增加 其 边 数 ， 则 所 有 这 些 多 
边 形 的 周 长 都 可 以 由 代数 数 表示 ， 这 个 数 序 列 的 极限 我 们 称 
之 为 圆周 长 . 否认 这 个 极限 存在 就 意味 着 几何 学 中 不 准 说 到 
圆周 的 长 度 , 你 们 容易 想象 得 出 , 这 种 禁令 不 仅 使 几何 学 , 而 
县 使 所 有 其 他 用 到 癌 形 的 精确 科学 都 会 朋 汝 . 

与 此 同时 , 可 以 证 明 , 在 代数 数 中 是 没有 这 个 极限 的 . 搜 
脱 这 种 情形 的 出 路 在 哪里 ? 出 路 很 明白 . 我 们 不 得 不 承认 , 对 
于 数学 分 析 而 言 只 有 一 种 代数 数 是 不 够 的 ， 必 须 再 给 它 添加 
新 的 实数 ， 所 有 这 些 非 代数 数 的 实数 通常 称 为 “超越 数 "， 我 
们 上 面 构 造 的 数 (半径 为 1 的 圆 的 周 长 ) 表 示 成 2x， 即 是 说 
r 是 一 个 超越 数 ， 在 分 析 中 另 一 个 重要 的 超越 数 的 例子 是 熟 
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共 的 数 c 二 2.718…， 正 如 你 们 了 解 的 那样 ， 它 也 基 从 有 型 数 
出 发 由 简单 的 极 际 过 程 产 生 的 .ec 和 的 超越 性 是 很 上 晓 才 被 
证 明了 的 , 是 在 19 挝 纪 的 后 半 时 . 但 是 引进 超越 数 的 必要 性 
是 较 早 … 些 就 被 指 出 了 的 , 是 在 19 进 红 的 中 时 , 是 在 另 一 些 
望 简 蛙 的 尽管 不 太 重 要 的 例子 中 给 出 的 (由 法 国 数 学 家 Li- 
ouville 作出 ). 

这 样 ， 我 们 的 连续 统 仍然 还 没有 建成 ， 继续 下 去 ， 我 们 
应 当 坊 样 做 呢 ? 我 们 能 否 停 留 于 此 并 且 这 样 说 :“ 连 续 统 就 是 
所 有 的 代数 数 的 全 体 ， 再 加 上 “根据 需要 ， 把 从 代数 数 通过 
极 跟 过程 得 出 的 但 其 本 身 允 不 是 代数 数 的 数 ( 像 e 和) 添加 
进去 (作为 超越 数 )?” 我 们 提出 这 个 问题 是 因为 大 多 数 “ 简 
易 的 ”数学 分 析 教 程 正 是 以 此 为 基础 编写 的 当然， 通常 没 
有 明说 ) 而 回避 了 疝 述 完整 的 无 理 数理 论 . 

不 ， 当 然 不 能 这 样 说 ， 也 不 能 停留 在 我 们 现在 所 在 的 地 
方 ， 对 此 有 一 -系列 简单 的 、 有 说 服 力 的 原因 ， 首 先 ， 作 为 所 
有 实数 的 总 体 的 连续 统 应 当 定 义 为 基 个 固定 的 集合 (例如 : 按 
照 上 面 作出 的 定义 所 有 的 代数 数 的 集合 的 模式 ), 而 不 留 下 以 
后 再 给 它 深 加 越 来 越 新 的 数 的 可 能 性 .其 次 ， 在 我 们 初步 的 
定义 中 字眼 “根据 需要 ”这 个 说 法 显然 缺少 准确 的 内 容 ， 如 
果 我 们 有 一 个 没有 代数 极限 的 代数 数 的 序列 ， 或 者 认为 它 有 
超越 极限 或 者 为 它 完全 没有 极限 ， 从 形式 的 观点 来 看 ， 现 在 
我 们 有 权 尾 意 好 回答 这 个 问题 ， 如 果 不 是 从 形式 的 考虑 ， 和 而 
是 按照 具体 的 现实 的 考虑 来 选取 这 个 或 那个 解答 ,这 种 作法 ， 
无 论 它 们 多 么 必要 ， 在 数学 定义 中 都 是 不 能 容许 的 .拒绝 数 
x 的 存在 , 在 自前 这 是 极为 不 利 的 . 但 在 其 他 的 情况 下 作 类 似 
的 俩 认可 能 不 会 带 来 任何 不 便 ， 但 是 ， 显 然 地 ， 那 个 使 我 们 
“每 当 疫 有 它 就 进行 不 下 去 ”时 就 引 作 超越 数 的 准则 不 论 怎么 
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说 都 不 能 成 为 数学 准则 .最 后 ， 从 枝 里 也 不 能 得 出 ， 我 们 可 
以 满足 于 以 这 样 的 途径 引信 的 数 . 因为 新 的 数 还 得 进行 加 法 、 
乘法 ， 进 行 极 限 过 程 〈 对 数学 分 析 来 说 不 允许 对 这 些 数 进行 
这 些 运 算是 什么 也 不 能 做 的 ). 由 何 处 我 们 能 够 确信 , 所 用 的 
运算 结 灯 都 将 是 我 们 的 连续 统 的 实数 ?而 如 果 不 是 ， 则 叉 要 
补充 它们 ， 可 见 我 们 的 连续 统 还 没有 包含 所 有 的 实数 . 

到 而 我 们 看 到 ， 我 位 所 持 的 立场 是 不 能 坚持 的 ， 在 作出 
一 个 或 两 个 超越 数 作 例子 ,然后 就 说 如 此 “等 等 ”, 这 样 是 不 
行 的 ， 因 为 我 们 出 刚 已 经 看 到 ， 我 们 这 样 并 没有 定义 任何 连 
续 统 . 

因而 我 们 看 到 要 对 数学 分 析 作 完全 的 论证 ， 就 不 可 避免 
地 要 建立 实数 的 一 般 理 论 ， 这 理论 不 能 限于 构造 一 些 新 数 来 
作为 例子 ， 而 要 包含 这 种 构造 方法 的 一 般 原则 ， 按 此 原则 可 
以 刻画 出 所 有 实数 的 集合 . 

无 理 数 的 构造 在 科学 中 有 几 个 不 同 的 连续 统 理论 但 
是 所 有 这 些 理论 一 一 牢记 这 一 点 是 很 重要 的 一 一 在 处 理 自己 
的 问题 时 在 思想 方面 是 完全 一 样 的 ， 与 这 些 原则 性 的 统一 比 
较 起 来 ， 对 待 它们 之 问 的 差别 应 当 像 我 们 在 审查 建筑 物 的 建 
筑 设计 时 看 待 结 构 的 细节 一 样 

”所 有 这 些 理论 都 把 有 理 数 集合 作为 最 初 的 数据 而 用 统一 

的 构造 原则 从 中 得 到 所 有 实数 的 整个 集合 ， 这 个 原则 的 形式 
在 各 种 理论 中 是 不 同 的 ， 但 是 这 些 理论 之 闻 的 相似 之 处 还 远 
不 止 于 我 们 所 已 指出 的 那些 ， 问 题 在 于 ， 选 择 一 种 构造 原则 
以 构造 新 的 无 理 数 ， 在 所 有 的 理论 中 ， 尽 管 存在 着 本 质 上 的 
形式 上 的 区 别 ， 基 础 都 是 同一 个 思想 ， 这 个 思想 就 是 ， 在 构 
造 新 数 时 , 基本 解析 运算 极限 过 程 起 了 首要 的 、 主导 的 作 几 ， 
所 遇 到 的 种 种 方法 , 都 可 归结 为 它 , 而 可 看 作 它 的 特 弥 情形. 
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你 们 知道 ， 即 使 是 整数 的 平方 根 也 是 适当 选择 的 有 理 数 序列 
《<“ 近 和 似 根 ”) 的 极限 ， 在 男 外 的 情形 下 也 是 这 样 的 . 

.根据 上 述 ， 为 了 更 具体 地 认识 连续 统 理论 的 构造 ， 没 有 
必要 在 织 节 上 去 研究 所 有 这 些 不 同 的 论证 方法 ， 而 可 其 中 的 
一 个 作为 模型 就 完全 操 了 ， 我们 在 这 里 特 要 看 到 的 所 有 原则 
上 重要 的 东西 对 其 他 理论 都 是 园 样 的 ， 我 们 今后 将 选择 
Dedekind 理论 并 不 是 因为 它 有 秆 人 么 它 对 其 他 理论 本 质 上 的 
优越 性 ， 而 只 是 一 种 纯粹 外 在 的 理由 : 占 压 倒 多 数 的 最 通用 
的 教科 书 都 采用 它 ， 因 而 对 读者 来 说 不 难 寻 找 帮 助 ， 读 者 在 
那些 书 里 能 够 了 解 我 们 的 表述 中 潮 掉 的 细节 ， 

“1. 在 着 手 引 入 无理 数 之 前 , 我 们 应 当 比 较 仔 绍 地 观察 一 
下 我 们 以 R 来 表示 的 有 理 数 的 集合 . 首先 我 们 来 注意 该 集合 
的 一 个 很 初等 的 性 质 . 在 任何 两 个 有 理 数 和 x 之 间 总 可 以 


| 


和 评 虽 虽 和 本 和 叶 


JJ _ 点 作为 
这 一 事实 的 推论 ， 我 们 对 它 重 复 应 用 切 土 就 得 出 : 在 x 和 和 Fa 
之 间 始 终 包 含有 有 理 数 的 无 穷 集 合 . 

2， 现 在 我 们 注意 观察 在 我 们 试图 寻找 或 者 定义 V2 时 
产生 玖 那 种 情况 (我 们 取 的 是 正 根 ， 我 们 首先 在 有 理 数 中 
《对 我 们 来 说 任何 其 他 的 数 暂 时 还 不 存在 ) 找 这 样 的 数 ， 它 的 
半 方 等 于 数 2， 且 容易 发 现 , 这 种 < 有理) 数 不 存 在 (我们 在 
这 里 将 不 进行 中 学 教程 中 对 此 一 事实 的 熟知 的 算术 证 明 ), 这 
就 表明 : 无 论 我 们 选择 什么 样 的 有 理 数 r, 我 们 都 将 有 ”2 < 2， 
或 者? 半 2, 我 们 首先 只 研究 正 有 理 数 的 情形 , 按照 研 刚 研究 
的 法 则 它们 自然 地 分 成 两 类 :这样 的 正月 理 数 所 成 的 A 
类 ， 基 中 了 过 2， 以 及 这 样 的 正 有 理 数 7; 所 成 的 8 类， 对 于 
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它 有 +2 > 2， 因 为 和 7; 都 是 正 数 ， 风 从 rs? < 之 2 过 rz? 得 出 
mn < 即 4 类 的 每 一 个 数 都 小 于 8 类 的 每 一 个 数 , 现在 很 
明显 的 是 如果 我 们 把 鹤 和 一 切 负 (有 理 ) 数 都 归 人 4 类 ， 则 
上 述 绪论 中 不 会 改变 ， 此 时 我 们 将 得 到 将 整个 集合 只 分 为 4 
和 旦 两 类 的 一 个 分 割 , 同 时 4 类 的 每 一 个 数 都 小 于 8 类 的 每 
一 个 数 ， 我 们 约定 ， 若 将 集合 分 成 两 个 非 空 的 类 (4， 
五 )， 而 使 4 类 中 的 每 一 个 数 都 小 于 B 类 中 的 生意 数 , 就 称 它 
是 一 个 分 割 (确切 地 说 是 集合 RR 的 分 划 ). 我 们 因此 也 得 到 了 
集合 尺 的 某 个 确定 的 分 割 . 

我 们 可 以 用 种 种 不 同 的 ， 都 是 完全 初等 的 方法 来 建立 集 
合 RR 的 分 割 ， 例如 ; 把 所 有 的 有 理 数 7 所 5 归 人 有 如 类 , 而 把 
蝗 有 的 有 理 数 7; 汪 5 归 入 B 类 ,我 们 很 旺 然 地 得 出 集合 R 的 
一 个 确定 的 分 割 , 如 果 以 通常 的 方式 用 直线 上 的 点 来 表示 数 ， 
则 拟 有 的 分 割 很 显然 地 都 可 以 用 直线 上 的 点 分 成 两 个 集 台 的 
某 个 《有 理 数 的 ) 分 划 表 上 出 : 这 两 个 集合 中 的 第 一 个 《4) 整 
个 地 位 于 第 二 个 集合 (B) 的 左边 , 

初 看 起 来 可 能 会 认为 , 集合 RR 的 所 有 分 割 对 我 们 来 说 都 
有 同样 的 图 像 ， 两 个 不 同 的 分 割 披 此 间 的 区 别 只 在 于 作出 它 
们 的 位 置 , 因 而 其 中 之 一 可 以 通过 简单 的 移动 而 变 为 另 一 
极为 重要 的 是 : 这 种 看 法 是 错误 的 . 分割 的 本 身 结 构 上 可 能 
有 着 深刻 的 ( 且 对 于 我 们 的 明 欧 来 说 是 有 重大 价值 的 } 差别 . 

实际 上 , 在 后 一 个 例子 中 , 存在 着 一 个 数 ( 即 有 理 数 , 我 
们 暂时 还 没有 任何 其 他 的 数 )， 该 数 具 有 这 样 一 条 重 昌 的 性 
质 , 使 得 所 有 小 于 它 的 数 都 属于 A 类 ， 而 所 有 大 于 它 的 数 都 
属于 B 类 . 在 我 们 的 例子 中 很 明显 的 这 个 数 是 数 5. 具有 这 个 


由 ” 即 每 一 个 类 中 至 少 包 含有 一 个 数 . 
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性 质 的 数 我 们 将 称 之 为 已 知 分 割 的 界限 ， 因 而 在 后 一 例 中 所 
做 出 的 分 制 有 界限 ， 

相反 地 ， 半生 人 3Y 2 相关 的 ) 全 中 这 学 四 生 全 人 
没有 的 . 我 们 来 证 明 这 一 

设 (有 理 ) 数 ， 是 界限 ts 数 , 我 们 应 当 有 
或 首 7 之 2，, 或 者 x 汪 2， 为 确定 起 见 , 设 天 天 2 按照 界限 
的 性 质 对 每 一 个 x 旗 我 们 应 有 全 2. 如果 > < 之 1， 则 设 
"' 二 1， 我 们 已 经 得 到 了 逆 居 .而 如 果实 1, 则 之, 记 


2 一 cc (>0) 有 目 令 一 r 十 一 4， 我 们 有 


二 和 过 十 个 =2 一 让 cc2， 


及 得 到 刻 慎 , 因为 x 汪 r, 从 而 应 有 Yr > 2. 

这 样 一 玉 ，。 集合 RR 的 所 有 分 割 分 为 两 个 类 型 : 有 界限 的 
和 没有 界限 的 .在 这 里 需要 指出 ， 

ay 一 个 分 割 不 可 能 有 两 个 界限 , 因为 如 果 ; 和 yi 是 这 样 
的 界限 且 大 "< ， 则 由 第 1 锅 存 在 着 这 样 的 数 "， 使 得 ;< 
”< 但 此 时 根据 界限 的 性 质 从 * 汗 7 得 出 r"E BD, 而 从 
"之 7 得 出 rr" 忆 有 A, 这 就 造成 牙 盾 . 

b) 界限 如 采 存 在 ,很 显然 地 ,或 者 是 4 类 中 的 最 大 的 数 ， 
或 者 是 B 类 中 的 最 小 的 数 ， 如 果 界 限 不 存在 , 则 4 类 中 既 没 
有 最 大 数 ，B 类 中 也 没有 最 小 数 . 

c) 每 一 个 (有 理 ) 数 ” 都 是 两 个 不 同 分 着 的 界限 , 其 中 一 
个 的 妇 类 由 数 7+ 入 ro 构成 (而 8 类 则 由 数 汪 x 构成 ), 丽 另 
一 个 中 的 4 类 则 由 数 ”<r 构成 (而 8B 类 则 由 数 宇 ro 构成 ). 


1 


呈 记 导 aE€ 2M 表示 4 是 集合 机 的 元 素 . 
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d) 集合 E 的 任何 分 着 集 都 分 成 两 种 类 型 一 一 有 界限 的 
和 没有 蜡 限 的 ,很 显然 地 ， 这 是 集 从 请 的 内 部 结构 特点 这 
样 一 件 事实 总 是 完全 成 立 的 ,这 里 我 们 只 用 到 民 中 的 数 是 有 
理 数 ， 坝 不 必用 到 尾 何 其 他 性 质 . 

3. 现在 已 经 有 数 ~v 2 的 例子 直接 于 示 我 们 以 后 的 行动 
方式 .情况 很 明白 ， 从 直观 方面 看 ， 我 们 面前 观察 到 的 是 数 
直线 、 实 轴 ， 我 们 在 其 上 确定 的 位 置 将 其 进行 了 分 划 ， 而 在 
分 划 的 位 置 ， 我 们 找到 了 不 与 任何 有 理 数 对 应 的 点 。 我 们 不 
能 拒绝 考虑 该 点 的 存在 . 没有 它 则 我 们 的 直线 , 即 连 续 统 , 即 
变量 在 变化 时 遍历 的 数 的 集合 , 就 失去 了 其 连续 性 、 致 密 性 ， 
人 而 连 继 统 正 是 击 此 特征 而 得 其 名 的 ， 说 得 次 刻 一 些 ， 我 们 直 
接 看 出 ， 如 果 我 们 使 变量 在 变化 时 只 取 有 理 值 ， 风 其 从 一 个 
值 变 为 男 一 个 人 秆 时 就 不 得 不 经 过 张 开 着 口 的 空 润 . 从 实际 方 
面 来 诉 ， 正 如 我 们 以 前 关于 这 点 所 讲 过 的 那样 ， 如 黑 我 们 容 
名 在 我 们 的 两 个 类 之 问 升 么 样 的 界限 都 不 存在 ， 所 有 的 应 用 
科学 ( 且 首 先是 几何 学 ) 必 将 感受 极 大 的 不 便 ， 因 此 ， 不 仅 
我 们 的 直观 表示 要 求 ， 而 生 所 有 的 实际 方面 的 情形 也 要 求 我 
们 要 把 新 的 ~ 2 引进 到 我 们 的 数 域 由 来 ， 该 数 按照 定义 是 我 
们 的 分 灾 的 界限 旦 我 们 称 之 为 无 理 数 ， 

但 是 我 们 所 选 择 的 分 着 同 那 种 没有 (有 有理) 界限 的 集合 R 
的 任何 其 他 分 割 在 原 刚 上 没有 任何 不 同 ， 在 一 般 理论 的 构造 
次 序 中 我 们 因此 自然 地 把 我 们 的 定义 推广 到 任何 这 类 分 割 的 
情形 . 对 于 集合 中 的 每 一 个 没有 有 理 界 限 的 分 制 , 我 们 都 提 
出 某 个 新 的 无 理 数 与 之 相应 ， 并 且 定 义 这 个 无 理 数 就 是 分 害 
We 

三 ， 借 勘 于 这 个 统一 的 原则 我 们 马上 确定 了 整个 无 理 
peda hepaaeo nga lire oodles 
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实数 的 集合 或 者 连续 统 ， 现 在 连续 统 已 是 完全 确定 的 了 . 

速 礁 纯 理 发 但是， 连续 统 理论 当然 不 会 因为 我 们 引 
进 了 构造 无 理 数 的 原则 就 算是 完成 了 相反 地 ， 实 填 上 它 计 
只 能 算是 开始 .在 我 们 能 够 说 连续 统 理 论 实 际 上 已 经 完善 之 
前 , 我 们 还 必须 要 徐 的 工作 的 计划 还 是 极为 蜗 广 的 . 首先 , 我 
们 应 当 对 我 们 的 连续 统 进 行 排序 ， 即 准确 地 确定 在 什么 样 的 
条 件 下 我 们 可 以 把 一 个 已 知 的 实数 当 作 是 大 于 或 者 小 于 另 一 
个 已 知 的 实数 ， 其次， 我 们 还 要 对 实数 定义 共和 运算 .因为 至 
今 为 止 我 们 对 数 1 入 2 相 加 是 什么 还 一 无 所 知 ， 再 次 我 们 
还 要 行 细 地 证 明 这 些 运 算 具 有 我 们 在 有 理 数 域 中 所 习惯 的 那 
些 全 部 的 性 质 ， 人 例如， 和 与 加 法 的 次 序 元 关 (如 法 的 交换 
律 ) 是 我 们 应 当 重 新 对 任意 实数 加 以 证 册 的 定理 ， 最 后 ， 我 
们 应 当 找 到 方法 来 证 明 ， 我 们 定义 的 连续 统 确 已 适应 了 所 有 
买 际 上 的 和 直观 表示 的 需要 ， 它 也 正 是 为 满足 这 些 需要 而 建 
立 的 . .当然 ， 在 我 们 讲义 的 范围 内 要 讲 清 此 计划 的 各 个 细节 
是 完全 不 可 能 的 ， 这 也 是 航 其 枯燥 的 :我 们 在 今后 只 涉及 该 
计划 的 某 些 原则 上 最 重要 的 内 容 ， 

童 先 ， 很 容易 对 我 们 的 连续 统 进行 排序 ， 设 我 们 有 郑 个 
实数 和 um， 需 要 确定 其 中 哪个 大 ， 哪 个 小 ， 如 果 两 个 数 都 
是 有 理 数 ， 则 这 个 问题 在 算术 中 已 经 解决 ， 于 是 我 们 在 这 里 
就 不 再 去 讲 它 ， 如 果 说 ww 是 无 理 数 , 而 as 是 有 理 数 ,， 则 问题 
也 马上 得 到 和 解 次 ; a; 是 集合 的 某 个 分 鳞 的 界限 ,根据 界 照 
的 定义 本 身 我 们 说 dy < 全: 误 者 ty Ci 取决 于 有 理 数 人 属于 
此 分 割 的 .4 类 或 B 类 . 最 后 , 设 数 m 和 as 是 两 个 无 理 数 . 因 
为 这 两 个 数 互 不 相同 ， 则 世 它 位 为 界限 的 那 两 个 分 割 也 互 不 
相同 . 特别 地 , 这 两 个 分 割 的 左边 的 类 A, 和 A, 也 互 不 相同 . 
这 怠 表 明 在 这 些 集 合 中 的 某 一 个 ， 例 如 在 4, 中 何以 找到 这 
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样 一 个 有 有理数 + 是 在 4 中 所 没有 的 ， 从 六 Eh 得 出 7 后 ， 
从 > 到 4 全 得 出 rE Bi, 国 而 有 + 放 w， 所 以 存在 着 这 样 的 有 有 
理 数 x, 使 得 ac sw 在 这 种 情况 下 我 们 约定 认为 a 之,; 
如 采 相 反 地 得 到 了 这 样 的 x 使 得 < 之 7 < 之 om、 则 我 们 将 认 
为 a; 之 ,因为 我 们 现在 已 经 还 明了 ， 两 种 情形 之 一 一 定 应 
当成 立 ， 因 此 我 们 对 连续 统 的 排序 得 以 完成 . 

然而 ， 以 鞋 只 是 完成 了 定之， 其 性 质 还 必须 证 明 . 应 当 
证 明 a < os 与 人 人 > 中 是 不 相 容 的 ; 从 而 之 tw 得 出 & > a， 
友之 亦 成 立 ; 最 后 ， 从 a 之 此 之 a; 排 得 a Ay 总 
而 育 之 ， 实 数 之 间 的 不 等 式 服从 于 有 理 数 间 的 示 等 式 的 同样 
基本 规律 ， 你 们 自己 容易 证 明 所 有 这 些 命题. 

需 恒 说 一 下 ， 我 们 上 面 所 作 的 讨论 表明 ， 在 任何 两 个 无 
理 数 之 间 总 可 以 找到 一 个 有 理 数 ;我 们 知道 ， 如 果 两 个 已 关 
数 是 有 理 数 , 这 仍然 是 成 立 的 , 现在 设 数 > 是 有 理 数 , 数 a 是 
无 理 数目 为 确定 起 见 设 + < 之 a. 我 们 来 证 明 此 时 砷 +r 和 a 之 
间 能 够 找到 有 理 数 . 数 a 是 集合 民 的 分 官 (4,B) 的 界 根 ， 疗 
时 从 7 过 a 推 得 x &E 4. 但 在 有 无 理 数 界 限 的 分 割 里 4 类 不 合 
最 大 数 ， 因 此 存在 有 理 数 x! 半 >, 它 像 r 一 样 属于 和 4 类 且 因 而 
小 于 a， 因而 rr 之 x 之 a 这 也 即 是 要 证 崩 的 . 

这 样 ， 我 们 就 证 明了 ， 在 两 个 任意 的 实数 之 阅 都 可 以 找 
到 一 个 有 理 数 ， 当 然 ， 也 就 可 以 找到 无 穷 多 个 有 理 数 .集合 
R 的 这 个 重要 的 性 质 遂 常 就 说 是 , 民 是 处 处 稠密 的 (在 连续 统 
中 )， 容易 证 明 , 无 理 数 集合 也 是 外 处 黎 密 的 为 了 做 到 这 一 
点 最 简单 的 是 ; 研究 所 有 形 如 x ~v 2 的 数 的 集合 , 其 中 yr 是 在 
意 的 有 理 数 ， 所 有 这 样 的 数 都 是 无 理 数 ， 吕 要 它们 就 已 构成 


亿 记号 aE 表示 : a 不 是 集合 MM 的 元 率 . 
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了 处 处 稠密 的 集合 . 然而 , 严格 地 说 , 表达 式 ， ~v 2 只 有 在 对 
实数 定义 了 运算 之 后 才能 得 到 确切 的 意义 ， 我 们 现在 转 到 这 
一 点 上 来 ， 

我 们 没有 可 能 来 研究 这 个 问题 的 所 有 细节 ， 而 要 想 弄 清 

证 区 的 思想 的 各 个 方面 ， 只 要 许 组 分 析 一 个 例子 ， 对 我 们 
cs 到 m 和 as 是 两 个 实数 昌 设 我 们 想 要 定义 它们 
的 和 wo 十 o- 数 a 利 a 无论 是 有 理 数 或 者 是 无 理 数 ， 在 任何 
情况 下 它们 两 个 都 是 集合 忍 的 某 个 分 割 的 界限 ， 我们 分 别 以 
号) 和 和 (As,B:) 来 表示 这 些 分 割 . 其 次 , 设 ai, 如 ,a21b; 家 
示 属 于 相应 的 集合 4,,B.,4;1Bs 的 任意 的 数 . 很 显然 地 ， 所 
有 了 形 如 al: 十 a; 的 有 理 数 都 小 于 任何 形 如 十 名 的 有 理 数 , 我 
们 现在 来 证 明 这 祥 的 实数 a 的 存在 性 与 唯一 性 , 使 得 对 任意 
的 ziyasspispaf 当然 属 于 相应 的 集合 ) 都 有 

他 1 ar 和 十 Bb 

我 们 就 目 然 地 将 这 个 数 a 定义 为 数 m 和 mw 的 和 ,这 样 就 在 一 
切 迟 况 下 确定 了 和 的 存在 性 和 唯一 性 ， 

我 们 来 和 研究 以 下 述 方式 定义 的 集合 R 的 分 割 (4,B)， 
如 果 有 理 数 = 小 于 所 有 形 如 所 十 5 的 数 , 我 们 将 把 它 归 人 4 
太 ， 相反 的 则 归 信 B 类 (你 们 很 容易 证 明 , 集合 R 的 这 样 定 
义 的 分 割 实际 上 是 分 割 )， 该 分 割 的 界限 我 们 表 之 以 <。 很 显 
然 地 ， pd qi 了 az 的 数 属 于 4 类 ， 而 押 有 有 形 如 5b; 十 
bs 的 数 属于 五 类 . 

有 (2) 

即 数 e 实际 上 满足 所 提 的 条 件 . 我 们 余下 的 是 确定 其 唯一 性 ， 

为 此 具 的 我 位 先 来 证 明 ， 数 。 和 六 我 们 可 以 这 样 选择 ， 
使 得 其 差 广 一 ai 为 任意 小 ， 实 际 上 , 设 a 是 4, 类 中 的 任意 
的 有 理 数 员 < 为 任意 小 的 正 有 理 数 . 在 有 理 数 序列 
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如 Tey Aacs ry He, 
中 第 一 项 属于 4; 类 ， 其 后 ， 一 般 说 来 还 有 一 些 项 也 属于 4 
类 , 但 从 茶 个 位 置 起 所 有 后 面 的 项 都 将 属于 B) 类 , 因为 a 十 
nc 随 着 的 增加 在 无 限 增 加 . 困 此 可 以 找到 这 样 一 个 整数 上 
使 得 
a 二 Tk =A A dT l= 人 tt Bi; 

由 此 得 知 差 总 一 a1 二 < 是 任意 地 小 、 因 此 我 们 的 命题 得 证 . 
由 二 同样 的 理由 ， 数 a,,5， 之 差 , 还 有 a 十 41 十 本 之 闭 也 
可 坟 选 择 为 任意 地 小 ， 

现在 设 { 还 不 知道 这 是 否 可 能 ) 存在 着 两 个 实数 a 和 oa 浦 
是 任何 不 等 起 (2}， 且 为 确定 起 见 设 有 a 过 a. 正如 我 们 了 解 
的 那样 ,存在 着 这 样 一 对 有 理 数 ”,” ,使 得 

人 

这 些 关 系 连同 不 等 式 (23) 一 起 表明 ， 任何 形 如 G1 十 c 的 数 与 
任意 的 形 如 名 十 5 的 数 之 间 的 距离 必定 超过 一 个 常数 x 一 x. 
这 很 显然 地 与 我 们 刚刚 得 则 的 结果 相 也 让 .因而 数 & 的 唯一 
性 得 证 ， 

我 们 所 做 的 加 法 的 定义 ， 按 其 形式 讲 可 以 方便 地 把 有 理 
数 加 法 所 遵从 的 所 有 基本 规律 直接 推广 到 任何 实数 的 加 法 . 
你 们 可 尝试 哪怕 只 对 交换 律 斌 一下， 马上 就 会 发 现 这 些 都 是 
怎样 的 简单 . 

我 们 已 经 说 过 ， 我 们 在 这 里 将 不 再 说 及 其 他 运算 的 定义 
以 及 它们 上 所 遵循 的 规律 。 我 们 只 提 蛋 一 下 ， 针 法 最 好 类 似 于 
加 法 来 定义 、， 而 减法 和 除法 则 定义 为 逆 运 算 为 最 好 . 

我 们 现在 转 到 这 个 问题 的 思路 中 最 后 一 个 极为 重要 的 问 
题 ， 怎 样 证 明 我 们 定义 的 连续 统 实际 上 宕 现 出 连续 性 和 致密 
性 呢 ? 作为 数学 分 析 的 基础 , 它们 是 必需 的 , 正 因 为 数 集 R 缺 
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乏 它 们 ， 才 追 使 我 们 在 适当 时 候 引进 无 理 数 . 

要 图 管 这 一 向 题 ， 我 们 要 回想 一 下 ， 为 什么 我 们 和 氨 集 全 
展 缺乏 这 种 连续 性 . 这 是 指 这 样 一 件 事 实 : 在 集合 R 的 分 割 
中 具有 这 样 一 类 ， 它 们 不 具有 属于 集合 只 的 界限 . 因此 ， 如 
果 我 们 证 明 ， 对 于 连续 统 来 说 这 样 的 事实 任何 时 候 再 也 不 会 
存在 , 即 连 续 统 的 任何 分 着 都 在 也 属于 连续 统 本 身 的 界限 , 则 
我 们 就 能 够 认定 这 是 令 信 满意 的 ， 并 且 能 相信 我 们 建立 的 连 
续 统 作为 数学 分 析 的 基础 能 适合 对 它 所 提出 的 要 求 . 

要 避免 一 个 误解 ， 即 我 们 土 面 提出 的 命题 不 可 能 从 以 前 
的 结果 直接 推 得 ,， 因为 运 今 为 止 我 们 总 是 在 说 的 是 集合 R 的 
分 割 ， 现 在 我 们 才 第 一 次 谈 到 连续 统 的 分 制 ， 分 割 的 形式 定 
光 ， 我 们 在 这 里 认为 是 不 变 的 . 

现在 来 证 明 我 们 的 论断 . 设 (4,B) 是 连续 统 的 任意 一 个 
分 割 . 任何 有 理 数 , 更 一 般 邮 说 , 任何 实数 或 者 属于 4 类 ,或 
痢 属于 B 类 . 因而 连续 统 的 分 割 (4 ,已 ) 就 直接 导出 了 集合 R 
的 某 个 完全 确定 的 分 着 (4,B'). 设 a 是 作为 分 割 CA4',B') 的 
过 限 的 一 个 实数 ,我们 来 证 明 ， 它 也 是 分 割 (4,8) 的 界限 ， 
从 而 使 得 我 们 的 命题 得 证 . 

我 们 需要 证 明 : 任何 实数 a < zx 都 属于 4 类 , 而 任何 实 
数 a > a 都 属于 B 类 ， 由 对 称 性 ， 只 要 证 明 第 一 个 命题 就 够 
了 . 设 r 为 介 于 a 和 和 a 之 间 的 有 理 数 ， 因 为 r <a， 则 

rE€eEA'CAYV, 
而 因 a 过 x 则 由 此 得 出 也 有 a E 4. 这 就 是 所 要 证 明 的 ， 

基本 引 理 . 数学 分 析 的 逻辑 基础 就 这 样 建立 起 来 了 , 当 
以 此 为 基础 逐步 建立 分 析 基 础 时 ， 我 们 当然 不 得 不 经 常 地 引 


中 记 写 有 CB 表示 ; 集合 4 包含 于 集 但 卫 之 内 
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证 已 经 问 立 的 基础 ,如 直接 回 到 我 们 所 建立 的 实数 的 害 义 , 这 
必然 会 伴随 众所周知 的 不 便 ， 因 为 对 此 斯 必需 的 分 割 ， 构 造 
和 研究 通常 都 是 十 分 繁 玉 的 ， 找 到 摆脱 此 民 境 的 道路 在 科学 
上 是 极其 有 教 益 的 ， 因 为 它 对 于 在 数学 科学 中 经 常 遇 到 的 所 
有 类 羽 的 逻辑 结构 可 以 当 作 是 一 种 典范 ， 在 数学 分 析 挤 发 展 
历程 中 可 以 注意 到 ， 尽 管 在 讨论 中 直接 应 用 借助 于 分 割 给 出 
的 实数 定义 是 很 经 常 的 ， 但 其 中 的 多 数 应 玫 在 形式 上 是 彼此 
十 分 相似 的 , 因此 实际 上 元 乎 所 有 的 这 些 应 用 , 都 是 按照 三 、 
四 种 格式 来 完成 的 (当然 ,每 次 添加 特别 的 内 容 )， 但 如 果 发 
现 了 这 种 情况 ,而 我 们 就 开始 上 十 次 地 重复 同一 逻辑 过 程 ,而 
只 是 每 次 添加 新 的 基本 内 容 , 那 不 论 是 为 了 建立 这 门 学 科 , 还 
是 掌握 这 门 学 科 都 是 很 不 经 济 的 ， 也 是 极为 麻烦 的 ， 数 学 科 
学 早 就 已 经 有 了 办 法 一 一 当然 是 有 充分 的 根据 的 -- 一 即 在 所 
有 类 似 情 帝 下 ， 通 当 把 这 种 逻辑 形式 明显 地 表述 为 几 个 辅助 
命题 ( 引 理 ), 然后 一 劳 永 间 地 证 明了 这 些 引 理 , 这 样 以 后 就 
再 也 不 必 每 次 都 重复 作为 该 引 理 基础 的 这 个 形式 结构 ， 而 径 
直 引 由 这 个 准备 好 了 的 引 理 . 证 明了 三 、 四 个 这 样 的 辅助 命 
晤 ,我 们 有 可 能 在 今后 任何 时 候 都 不 用 再 来 构造 分 割 ， 而 只 
要 | 用 一 个 基本 引 理 来 代 蔡 它 ， 这 些 引 理 就 构成 了 把 数学 分 
析 与 其 钠 辑 基 础 连接 起 来 的 几 产 桥梁 ， 毫 无 疑问 ， 这 些 基本 
引 理 的 选择 在 不 同 的 讲法 中 可 以 是 各 不 相同 的 ， 但 是 在 任何 
情况 下 都 要 尽 可 能 地 劝告 学 生 ， 要 不 异 时 间 和 精力 ， 尽 可 能 
仔细 地 掌握 尽 可 能 多 的 这 类 引 理 ， 因 为 其 中 的 每 一 个 都 各 有 
任务 ， 能 对 将 来 的 工作 的 给 以 本 质 上 的 方便 ， 因 此 为 掌握 它 
而 花费 的 力气 毫 无 疑问 不 会 是 徒然 的 浪 殿 . 

这 类 引 理 的 典型 表述 和 证 明 我 们 现在 以 几 个 例子 来 瘦 
出 ， 
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1， 关 于 单调 序列 的 引 理 . 实数 序列 
Fy os (C3) 
称 为 单调 的 ， 如 果 对 于 任何 都 有 或 者 w < w+， 或 者 
a 衬 an+i， 在 第 一 种 情况 , 我 们 说 准确 一 点 是 单调 不 减 的 , 而 


着 这 样 一 个 正 数 C， 使 得 “ 
[oe | < n= 

引 理 1. 任何 单调 有 界 序列 都 有 极限 . 

为 确定 起 见 设 所 a11 且 | 之 ec (tn 二 1.2, 尺 ), 把 连 
续 统 分 成 黄 个 集合 4 和 8, 把 大 于 所 有 的 数 a (例如 数 c) 的 
任何 实数 放 和 入 B, 而 把 其 余 的 所 有 实数 放 入 At 特别 地 有 所 有 
的 o,)， 很 显然 地 ， 连续 统 的 这 个 分 划 是 一 个 分 割 . 设 x 是 该 
分 割 的 界限 , 我 们 来 证 明 im e, = a, 这 也 即 是 引 理 1 所 要 证 
明 的 , 

我 们 首先 指出 ， 对 任意 的 wx 有 

Un < 站 | 
和 实际 土 ， 当 ww 半 9 时 我 们 依照 界限 的 定义 将 会 有 a, E B, 这 
与 集合 吾 的 定义 相 了 矛盾 . 如 果 与 我 们 的 命题 相反 ,a 不 是 序列 
(3 的 极限 的 话 ， 则 存在 着 这 样 的 正 的 常数 e， 使 得 对 数 ” 的 
无 穷 集 台 有 
sO 

由 此 得 a < 之 a 一 e. 但 由 序列 (3) 的 单调 性 此 不 等 式 应 对 无 穷 
多 个 值 成 立 ， 因而 应 对 所 有 的 成 立 ， 按照 集 合 8 的 定义 
由 此 得 出 a 一 e € B. 但 由 a 一 8 < 之 a 则 数 a 一 应当 属 于 A 
类 (因为 a 是 分 割 (4,B) 的 界限 )、 所 得 之 矛盾 证 明了 我 们 的 
论断 . 

当然 ， 在 引 理 的 条 件 中 单调 性 是 不 能 丢掉 的 . 单 从 序列 
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C3) 的 有 界 性 是 不 能 得 出 极限 的 存在 ， 正 如 例子 a 二 (一 1)” 
所 指明 的 那样. 

关于 单 幸 序列 的 引 理 不 仅 在 分 杭 中 得 到 大 量 的 应 用 ， 而 
且 甚 至 在 初等 数学 中 也 得 到 了 大 量 的 应 用 ， 它 在 初等 数学 中 
和 被 作为 “公理 ”,， 有 时 其 至 不 考虑 ， 如 果 不 是 掌握 了 全 部 的 
实数 ， 这 个 “公理” 简直 就 是 不 成 并 的 ， 但 是 ， 该 种 缺陷 不 
仅 在 初等 数学 里 有 , 侧 且 在 “简化 ”的 数学 分 析 教 程 里 也 有 . 

特 沸 地 ， 几 和 何 学 中 国 的 周 长 ( 帆 当 边 数 无 限 增加 时 倍 内 
接 正 多 边 形 周 长 的 极限 ) 的 存在 以 及 作为 分 析 基 础 的 数 c 一 
lim(1 十 二" 的 存在 利用 这 个 引 理 进行 证 明 是 最 简单 的 了 . 

与 描述 单调 有 界 序 列 的 基本 特征 的 引 理 相 比 较 ， 下面 的 
关于 连续 变化 变量 的 连续 函数 的 下 述 引 理 ， 对 数学 分 析 的 意 
六 也 不 相 上 下 . : 

3| 理 4. 车 量 xz 增加 上 且 赵 过 于 a, 并且 陨 数 rry 在 某 
个 以 点 下 为 其 右 端 点 的 区 间 上 有 界 且 单调 , 则 Fry 当 工 -一 
时 兹 近 于 确定 的 极限 . 

这 里 确 数 f(z) 在 以 < 一 < 和 a 为 端点 (e 污 0) 的 区 间 内 
的 有 帝 性 表明 存在 着 这 样 的 数 c， 使 得 

fr)| Ee fa 一 ec 的 人 

单调 性 则 表明 对 该 区 闻 的 任意 一 对 数 rmyxr:，z 关 x 比值 


Fx) — fr,) 
[= 或 者 宇 0, 或 者 所 0 


引 理 1 的 证 明 可 以 很 简单 地 据 站 理 1 作出 ， 为 确定 起 见 
设 fz) 是 不 闫 的 , 即 当 a 六 说 六 Tq 一 人 财 有 (xy 守 


f(x). 因为 当 > 计时 有 


a— <a ca 
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则 增加 的 数 序列 a 一 二 (x > 十) 落 在 以 e 一 “和 < 为 端点 的 
区 间 之 内 且 以 a 为 极限 ， 数 序列 f(a 一 一 ) 人 > 二) 很 显然 


地 有 界 且 不 减 、 因 此 击 引 理 1 存在 极限 im f(a 一 二) 一 4 
如 果 数 z 充分 靠近 a， 则 可 以 找到 这 样 一 个 一 n(x), 使 得 


了 
a 一 a re 
此 到 示 明 由 立 数 让 的 单调 性 得 
fa — EF) fla ~). (4) 


但 当 z 一 a 时 很 显然 地 有 n 一, 由 此 得 出 不 等 式 C4) 的 左右 
两 边 都 以 5 为 其 极限 , 由 此 得 出 当 z 一 a 时 也 有 (x) 一 5, 引 
理 1" 以 此 得 证 . 

2. 收缩 区 间 套 引 理 . 我 们 约定 把 以 a 和 5 为 端点 的 闭 
区 间 ， 即 满足 不 等 式 a 碾 记 5 的 所 有 实数 的 总 体 记 为 [a， 
jj, 而 具 同 样 的 端点 的 开 区 间 ， 即 满足 不 等 式 a 二 x < 之 的 所 
有 实数 xz 的 总 体 表 之 以 (a,5)， 区 间 冶 列 

Lai'b:, [ay bs ls ng Lae ls ne 《号 
我 们 将 称 之 为 收缩 的 区 间 套 ,如 果 它 满足 下 述 条 件 ， 

1” gu < es < Pi 和 所 人 一 1,2 0)， 即 后 三 的 每 一 
个 区 间 整 个 地 包含 在 前 一 个 区 闻 之 内 ; 

2” limtb, 一 cao) 二 0, 即 随 着 序号 的 无 限 增加 ， 区 间 的 
长 度 赵 于 零 . 

引 理 2， 如果 序列 人 5) 是 一 个 收缩 的 区 河套 ， 则 痛 在 车 
唯一 的 实 教 ※， 属 手 所 有 这 些 区 间 . 

当然 ， 可 以 通过 构造 相应 的 分 着 来 证 明 此 引 理 时常 是 
很 有 益 的 }, 但 是 根据 引 理 1 来 证 明 要 简单 得 多 ， 实 际 上 , 由 
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条 件 下 序列 
单调 、 有 和 界 (后 一 点 从 a 之 后 对 任何 成立 可 以 明显 看 出 )， 
据 引 理 1， 序 列 有 极限 ， 设 
人 
国 为 对 任 何 和 有 上 过 商 和 一 1.2 0)， 虽 世 有 
1 
因此 
dr (6) 
因此 数 a 属于 每 一 个 区 间 [a; ,#1, 二 阐 满 足 引 理 的 笨 件 ， 其 
唯一 性 可 以 这 样 推 得 : 当 有 两 个 不 同 的 数 a 和 8 满足 不 等 式 
(6), 我们 有 (为 确定 计 设 & < 说 ， 
Os 
由 此 得 
a>pB—a n= 1,2,"), 
这 与 收编 区 闻 套 的 性 质 2* 相 牙 征 . 因而 引 理 2 得 证 . 
应 当 指 出 : 对 于 引 理 > 非常 重要 的 是 对 每 一 个 区 间 而 言 
其 句点 aoa 者 要 包括 在 内 ， 如 果 我 们 于 掉 了 这 一 点 而 以 开 
区 间 a, 之 之 刀 来 代 葵 [as ,5 ， 则 引 理 就 可 能 不 成 立 ， 如 开 
区 间 序 列 0<z< 二 二 (n = 1,2,…) 就 没有 属于 所 有 区 间 的 公 
菇 点 . 
3. Heine-Borel 引 | 理 . 这 个 时 代 科 有 晚 些 才 产 生 的 辅助 
命题 也 时 常 成 为 证 明 分 析 中 的 定理 的 很 方 使 的 武器 . 
我 们 约定 称 (一 般 说 来 是 无 穷 的 ) 一 组 区 间 MY 覆盖 了 区 
辣 《 周 的 }[La,51，、 如 果 这 后 一 区 间 的 每 一 个 点 都 位 于 这 组 区 
闻 MM 中 的 至 少 一 个 区 间 的 话 . 
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引 理 3， 加 果 开 区 间 组 MD 窗 盖 了 区 间 fay5]， 则 从 中 
可 以 分 出 一 个 有 限 的 开 区 间 组 MM' ,也 惟 盖 区 间 [a ,六 ]. 
实际 士 , 如 果 区 间 4 一 [Fa] 不 能 被 引 理 要 求 的 有 限 个 


开 区 间 和 覆盖， 则 将 其 平分 成 两 半 ， 我 们 可 以 断定 ， 其 中 至 少 
有 一 个 半 区 间 也 不 能 被 有 限 覆 盖 〈 因 为 很 显然 地 ， 如 果 两 者 


都 能 被 有 限 覆 盖 的 话 , 则 整个 区 问 4 也 就 被 有 限 覆 盖 ). 我 们 
以 来 表示 这 不 能 被 有 限 覆 盖 的 一 半 ( 如 果 两 者 都 不 能 被 有 
眼福 盖 , 则 4: 可 以 玫 示 其 中 任意 一 个 ). 再 将 平分 成 两 半 ， 
我 们 又 可 以 断言 , 其 中 至 少 有 一 个 半 区 间 (我 们 表 之 以 4;) 不 
| 能 被 有 限 柳 盖 . 我 们 可 以 把 这 个 过 程 无 限 地 进行 于 去 ， 这 样 
区 闻 4 as,24… 很 显然 地 构成 了 一 组 收缩 区 间 套 ， 根 据 引 
理 2 椰 在 着 唯一 的 点 & 属于 所 有 这 些 区 间 . 设 4 为 组 WW 中 所 
合 点 a 在 其 内 的 开 区 间 . 因为 当 # 一 ce 时 区 问 44 的 长 度 趋 近 
于 等 ,同时 e E 4 ,， 则 对 充分 大 的 = 就 有 4.C4( 因 为 开 区 间 
4 的 长 度 不 会 为 0), 于 是 我 们 得 出 了 矛盾; 区间 A 按 其 定义 不 
能 被 有 限 米 盖 ， 现 在 又 只 需 组 MM 的 一 个 区 间 A 即 可 覆盖 它 . 
引 理 3 以 此 藉 盾 而 得 证 
现在 我 们 不 仅 学 会 了 建立 数学 分 析 的 基础 ， 而 且 证 明了 
3 个 最 重要 的 辅助 命题 ， 准 备 好 了 特此 基础 最 方便 地 用 于 今 
后 进一步 构建 基本 的 建筑 物 的 过 程 ， 这 座 太 证 将 以 什么 方法 
沦 并 起 来 ， 在 其 建筑 过 程 中 将 使 用 什么 样 的 基本 概念 ， 思 想 
各 研究 方法 一 一 所 有 这 些 你 们 都 特 从 后 面 的 各 讲 中 了 和 解 到 ， 


D 译 者 注 , 原文 误 为 “一 组 区 间 ”实际 上 .如果 这 :一 组 区 间 休 
大-- 组 闭 攻 网 ,这 个 引 理 可 能 下 成 立 . 
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什么 是 极限 ? 一 一 趋 于 极限 的 各 种 类 型 . 一 一 常量 的 极 
限 ， 一 一 无 穷 小 和 无 穷 大 .一 -Cauchy 准则 .一 一 关于 基 
本 定理 的 注 记 . 部 分 极限 ， 上 极限 和 下 极限 ， 一 一 多 元 
画 数 的 极限 . 


计 笃 是 极限 ? ”极限 概念 ， 好 问 函数 关系 概念 一 样 ， 蚌 
数学 分 析 最 重要 的 福 念 之 一 ， 当 然 ， 你 们 了 解 许多 关 王 极限 
的 定理 ， 但 是 ， 我 们 还 必须 十 分 认真 地 研究 这 些 概 念 ， 部 分 
地 是 鸭 了 使 之 更 上 明确， 部 分 地 则 是 为 了 补充 、 深 化 和 拓展 我 
们 所 熟悉 的 这 个 概念 . 

我 们 首先 来 研究 “变量 xz (在 已 知 的 现象 或 过 程 中 ) 趋 近 
于 数 a 【或 者 说 是 以 效 a 为 其 极限 }” 这 人 向 话 的 意思 ， 这 和 句 话 
我 们 用 下 述 两 种 记号 之 一 来 表述 : + 一 a 或 者 lim x 二 a. 如果 
我 们 期 望 在 定义 极限 时 遵守 一 切 形式 上 的 要 求 (而 没有 这 一 
所 通常 就 不 能 建立 数学 科学 ) , 则 我 们 首先 要 过 到 的 是 特殊 的 
独 有 的 困难 . 间 题 在 于 在 极限 概念 的 准确 定义 中 ， 不 能 够 有 
其 数学 意义 完全 不 明 跌 的 术语 诸如 “现象 "、“ 过 程 ”之 类 出 
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现 ， 而 没有 这 些 {或 类 同 的 ) 术语 要 挡 述 通常 的 、 你 们 质 熟 
知 的 极限 概念 的 定义 是 很 困难 的 .我 们 不 是 常 这 样 说 ,无论 
数 a 的 邻 域 UY 是 怎样 的 ， 从 已 知 过 程 的 某 个 时 刻 起 的 所 有 
的 x 值 都 属于 邻 域 5 名 于 是 我 和 们 现在 应 当 找到 一 种 方法 来 
描述 这 个 定义 ， 以 使 它 不 会 任 何 数学 意义 不 是 完全 确定 的 术 
语 ， 应 当 关 嫉 ， 这 个 任务 大 概 解决 得 不 算 很 好 ， 现 代数 学 家 
宁肯 完全 放 判 去 解决 它 并 且 把 记号 lim x 二 a 当 作 是 豪 无 数 
学 内 容 的 . 当然， 这 不 是 说 他 们 完全 拒绝 极限 概念 ， 如 何 拉 
脱 这 一 困境 呢 ? 

事实 七 ， 在 分 析 中 我 们 总 是 届 到 这 种 情形 ， 当 变量 在 
某 个 确定 的 状态 时 某 个 函数 y 趋 近 于 极限 ， 例 如 “ 当 > 趋 近 
于 a 时 yy 以 5 为 极限 ” 或 者 “ 当 w 无 限 增 加 时 a 趋 近 于 a* 等 
等 。 这 种 说 法 (相应 地 有 记号 y 一 5 或 冲 lim y = 或 者 
qn 说) 已 经 有 了 完全 确定 的 合 义 ,于 是 ， 表达 式 limy 到 
et 二 兴 数 ， 的 入城 y 是 和 的 ， 总 存在 数 。 的 这 
V. pe mt ， 
要 过 程 的 概念 ， 遗 常 把 它 说 成 是 ， 当 > 充分 接近 a 人 时 ， 足 
路 地 接近 8， 当然 ， 谁 若 对 数学 形式 的 时 型 特征 不 熟悉 , 可 能 


日 数 = 的 邻 域 是 包含 数 z 在 其 中 的 任何 于 区 间 . 

加 当然, 有 时 这 和 铝 语 也 说 成 这 样 , 无 论 正 数 s 如何 小 ， 在 已 知 过 
程 中 数值 一 a 依 其 绝对 值 和 总 小 于 = ， 

二 者 娄 ， 当 zx 一 上 时 可 以 是 没有 定 六 的， 也 可 能 当 z= 一 ax 时 > 了 有 
确定 的 值 , 但 这 个 值 不 是 疡 

图 对 于 一 coez 一 一 oo 一 ooyy 一 一 co 不 需 专门 的 定 允 ， 只 
要 轰 大 于 《小 于 ) 某 个 任意 确定 的 数 的 集合 理解 为 十 co( 一 co) 即 可 . 
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对 此 感到 琳 怪 ， 可 不 是 吗 ， 事实 上 , 语句 (A);“ 当 x 的 极 照 
等 于 a 时 ，y 的 极 腿 等 于 5” 可 能 有 确定 的 意义 ， 同时 条 件 自 
号 “z 的 极限 等 于 a” 却 没有 意义 ? 实际 上 ,这 里 不 仅 不 会 有 
性 何不 能 接受 的 东西 ,甚至 也 没有 任何 奇怪 . 语句 CA) 是 作为 
一 个 完整 的 整体 ， 而 完全 不 必 让 其 中 每 一 个 部 分 都 对 我 们 有 
定 光 ， 只 要 这 何 话 整个 地 赋予 了 确定 的 和 内容 就 行 了 . 

毫 无 疑问 ， 我 们 所 给 的 极 眼 概念 的 定义 包含 了 分 析 上 最 
重要 的 两 种 情况 :数列 的 极限 lim a, 及 连续 变量 的 函数 的 极 
眼 lim y, 其 中 a 是 实数 ， 亦 或 者 十 co， 或 者 一 c， 这 里 函数 
y 的 极限 可 同样 理解 为 这 三 种 情形 中 的 任 一 种 . 

赵 于 极限 的 各 种 类 型 ， 设 z 的 蓝 数 y= rr) 当 > 赵 近 
aa 是 一 个 数 ) 时 以 数 # 为 极限 ， 同 时 为 简单 计 我 们 设 z 的 
所 有 值 均 大 于 a. 这 一 点 常用 以 下 的 记 法 , 非常 方便 地 表示 为 
TG 十 人 (而 不 写 T -一 a, ze) 于是， 我 们 有 

lim f(z) = 《1} 

我 们 假定 对 充分 接近 于 a 的 任何 < 半 a, 有关 rr > 下 此 
时 函数 乒 z) 在 点 < 附近 通常 的 几何 表示 有 两 种 形状 , 即 为 下 
述 图 1 和 图 2. 在 图 1 中 zz 人 盖 靠 近 a 则 f(x) 就 售 靠 近 上 ， 当 
z 一 4 十 0 时 y 单 调 减少 地 趋 近 于 六 在 图 2 的 情形 则 完全 不 
是 这 样 ; y 一 5 时 是 时 而 接近 ， 寺 而 又 离开 其 极限 当 z 一 
a 十 0 时 罗 数 f(z) 不 是 单调 地 变化 的 ， 它 时 而 增加 ,时 而 减 
小 ， 当 然 ， 所 有 这 些 本 质 上 的 善 别 并 不 妨碍 我 们 用 同一 个 尖 
系 式 51) 来 类 似 地 表示 这 两 个 图 形 . 这 个 关系 所 描述 的 是 这 两 
个 情况 所 共有 的 一 个 基本 事实 ; 只 要 * 充分 接近 ay 就 任意 
地 接近 忆 . 

当 >z 充分 趋 近 于 az 县 均 有 工 半 a 时 , 若 有 yy 过, 则 完全 
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医 1 图 2 - 
类似 于 前 者 : 它 可 雇用 疼 3 和 图 4 来 表示 , 员 然 , 无 第 解释 . 
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图 3 图 4 


最 后 ， 可 能 有 这 样 的 情形 ， 当 zz 在 点 & 的 右 方 任意 接近 
a 时 ， 靖 数 y 一 fz) 的 值 有 时 大 于 #5， 而 有 时 又 小 于 5 (图 
5). 很 明显 , 此 时 当 和 x 一 a 十 0 时 yy 不 可 能 是 单调 地 欧 近 于 其 
极限 5 此 时 着 妙 数 (zxz) 连续 (如同 我 们 在 所 有 图 形 中 所 描 
给 的 ), 则 它 必 然 在 点 a 的 右 方 充分 靠近 a 的 无 穷 点 集 上 等 于 
其 极限 从 5， 从 几何 上 说 ， 霄 数 大 z)] 的 图 形 在 点 a 附近 无 限 
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s+ 


多 次 地 穿 过 直线 y 二 5. 

很 显然 , 当 z 一 a 十 9 时 趋 近 于 5 的 连续 变化 的 量 的 所 有 
可 能 的 类 型 仅 限 于 这 些 情况 .我们 不 再 去 单独 研究 当 x 一 
2a 一 六 即 所 有 的 xz 均 小 于 a 的 情形 , 很 明显 , 把 图 1 ~ 5 对 直 
线 工 二 a 反 转 居 可 得 到 相应 的 图 形 . 

如 果 我 们 假设 当 :x 一 a 时 yy 习 5, 则 当然 有 y 祈 记 以 及 
ys 此 时 我 们 谈 到 的 肾 数 y 当 z 从 点 ae 的 石 边 的 5 种 极 
限 类 型 的 每 一 种 都 可 以 类 似 地 与 从 点 a 的 左边 趋 近 于 “的 5 
种 类 似 的 极限 类 型 结合 起 来 ， 从 而 我 们 就 得 到 了 妆 -~ 一 a 时 
国 数 ?一 五 的 25 种 不 同类 型 的 极限 . 

我 们 还 要 注意 到 ， 图 1,2,3,4 中 所 描述 的 情形 可 以 方便 
地 写成 相应 的 形式 

Yy 人 十 0 上 9y se 一 0 

到 目前 为 止 ， 我 们 认定 a 及 5 是 数 ， 当 这 两 个 字母 之 一 
《或 者 两 个 一 起 ) 表示 十 ce 或 一 co 时 , 也 不 难 列 举 出 再 数 y 的 
各 种 类 型 的 极限 ， 人 和 你 科 身 己 将 不 难 作 出 ， 作 为 例子 ， 我 们 指 
出 当 a 一 十 ce， 皇上 是 数 时 ， 所 有 的 类 型 可 以 表示 成 图 1 ~ 
se 
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2 1 
一 0 
| 
= 
| I 《4 二 
图 于 图 妆 


图 了 图 江 


函数 f(z) 在 图 1 及 图 3 的 情形 是 单调 的 ,而 在 其 他 情形 
则 是 不 单调 的 ， 在 图 5 的 情形 〈 如 果 它 连续 的 话 ) 画 数 Ffz) 
可 以 无 穷 多 次 地 等 于 其 极限 信 5( 对 充分 大 的 x 值 ). 
当 a 是 数 , 而 5 二 十 oo， 
而 当 x 一 a 十 0 时 , 很 显然 ， | 
只 可 能 是 图 6 及 图 7 所 描述 十 


的 两 种 奖 型 . a Y= 

带 间 的 极限 当然 ,你 |! 
们 知道 ， 常 量 ( 即 仅 可 能 取 0 
唯一 的 值 的 量 》 的 极限 总 是 图 5 
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站 | 字 - 村 (7 
图 6 图 ? 


存在 的 并 是 就 等 于 这 个 唯一 的 值 ， 这 个 规定 有 时 被 当 作 不 可 
理解 的 ， 因 为 我 们 一 开始 说 的 是 变量 的 极限 ， 那 么 怎么 可 以 
有 常量 的 极限 存在 呢 ? 
但 是 这 个 规定 对 我 们 而 言 ， 首 先 在 逻辑 上 基 必 然 的 ， 如 
本 我 们 不 想 在 我 们 的 极 昭 定义 中 出 现 汉 盾 的 话 ， 实 际 上 ， 对 
任何 z 什 者 y= 二 8， 则 对 点 5 的 无 论 怎 样 的 邻 域 V, 对 任何 x 
我 们 都 有 关系 起 > 后, 由 此 依照 极限 的 定 尺 我 们 一 定 可 以 
得 出 ， 对 任何 ae， 孝 有 
lmy = b. (2) 
再 其 次 ， 这 个 约定 又 是 十 分 合理 的 《实际 上 ， 也 几乎 是 
不 可 以便 的 ) 和 实用 的 ， 事 实 上 ， 如 果 我 们 暂时 认为 常量 没 
有 有 极限， 而 设 有 一 个 函数 使 (2) 对 它 成 立 ， 则 大 家 知道 
lim( 一 y) 二 一 上, 
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但 对 任何 x, y 十 (一 y) = 0，, 于 是 量 y 与 一 y 都 是 有 极 
限 的 , 而 它们 的 和 是 常量 0, 而 按照 我 们 的 约定 , 又 是 没有 极 
限 的 .这样 一 来 。 在 表述 我 们 熟知 的 两 个 变量 和 的 极限 的 定 
理 时 ， 我 们 不 得 不 预先 声明 ;, “只 要 这 个 和 不 是 常量 时 "， 和 和 
的 极限 的 定理 才 成 立 ， 类 似 这 样 附加 的 话 ， 其 人 为 的 繁琐 的 

- 特征 是 显而易见 的 ， 而 我 们 又 不 得 不 把 它们 放 人 所 有 关于 棚 
限 的 定理 之 中 ， 但 车 对 任何 常量 都 给 以 被 限 ， 我 们 就 可 以 完 
全 解脱 了 ， 而 由 于 ， 像 我 们 已 经 看 到 的 那样 ， 我 们 又 没有 作 
出 与 我 们 已 建立 的 极限 概念 的 定义 有 矛盾 的 任何 差错 ， 所 以 
在 讲述 数学 分 析 基 础 时 始终 采用 了 这 个 约定 ， 

元 寡 小 和 无 寡 大 ， 如 果 当 xz 一 a 时 wy 一 0, 量 y 二 f(x) 
就 称 为 当 z -> a 时 的 无 穷 小 量 ， 在 数学 分 析 的 许多 讲法 中 无 
穷 小 概念 在 极限 论 中 都 起 着 基本 的 笑 用 , 先 给 出 它 的 定义 , 然 
后 再 给 出 一 般 的 极限 概念 ， 并 且 反 过 来 ， 把 后 者 的 定义 归结 
为 无 穷 小 量 的 概念， 与 此 相反 ， 一 些 现 代 学 者 在 阐述 分 析 教 
程 时 则 完全 不 理会 无 穷 小 的 概念 , 认定 这 个 概念 是 多 余 的 , 它 
会 留 下 ， 并 且 事 实 上 确实 是 留 下 了 许多 误解 . 

美 于 这 一 点 应 当 指出 ， 这 里 所 谈 的 当然 不 是 趋 近 于 霍 的 
量 的 概念 〈 这 个 概念 在 数学 分 析 的 任何 讲法 中 ， 包 含 在 其 所 
有 的 应 用 中 都 起 着 本 质 的 作用 ), 而 仅 只 是 谈 要 不 要 有 “无 穷 
小 量 ” 这 个 术语 ， 这 个 名 称 实际 上 常 是 不 通顺 的 并 且 常 常 导 
致 误 解 ! 使 用 这 个 名 称 似乎 是 想 去 刻画 这 一 类 的 量 的 大 小 
一 一 把 一 些 在 其 变化 的 已 知 阶段 完全 是 并 不 小 的 量 ， 叫 做 无 
穷 小 量 总 是 不 方便 的 ， 乔 在 事实 上 这 个 名 称 所 要 描述 的 仅 只 
是 已 知 量 的 变化 特征 ， 而 绝 不 是 它 的 大 小 ， 这 个 用 词 上 的 失 
误 应 妇 舌 于 历史 的 遗留 :无 穷 小 量 的 叫 法 出 现在 这 样 的 时 民 ， 
那 时 这 个 概念 的 意义 完全 不 同 于 我 们 现在 为 它 确定 的 意义 . 
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但 是 ， 如 同 我 们 己 经 指明 的 那样 ， 趋 返 于 零 的 量 在 分 析 
中 以 及 其 应 用 中 如 此 经 常 遇 到 ， 所 以 拒 笔 给 它 一 个 简单 的 名 
词 也 是 非常 国难 的 、 另 一 方面 ， 把 在 历史 上 已 经 使 用 了 几 个 
世纪 的 名 称 换 成 另外 的 说 法 确实 是 一 场 灾 难 ， 而 这 样 的 灾难 
在 数学 中 总 是 经 涝 不 断 地 感觉 到 又 毫 无 好 处 ， 最 后 、 如 时 我 
们 十 把 无 穷 小 量 作 为 极限 理论 的 基础 《如 同 我 们 现在 所 和 做 的 
那样 ) ,而 仅仅 是 把 它 理解 为 趋 于 极 眼 的 量 的 一 般 概念 的 一 种 
特殊 情形 ， 则 概念 问 严 重 混 清 的 危险 性 就 不 会 太 大 并 有 不 致 
引起 太 严 重 的 后 果 ， 

量 3 称 为 无 穷 大 量 ， 如 果 

lim|y| =+ co， 
这 就 是 说 , 无 穷 大 量 就 是 要 么 趋 于 十 oo， 要么 趋 于 一 oo, 要 
么 不 趋 近 于 茶 个 极限 ， 而 是 时 而 取 正 值 ， 时 而 取 负 值 ， 伯 按 
其 绝对 值 风 无 限 增 加. 这 后 一 种 情形 的 例子 如 变量 y = 
(一 1 当 n 一 十 oo 时 即 是 ,其 中 在 增加 时 仅 取 整数 值 . 关 
于 本 二 “无 私 大 量 ” 也 可 以 重复 我 们 上 面 对 “ 无 穷 小 量 ” 所 
说 的 那 一 些 话 . 

这 里 我 们 旺 需 对 我 们 已 熟知 的 无 穷 小 量 的 和 , 差 , 积 的 定 
理 届 说 什么 , 我 们 只 需要 对 常 导 致 误解 的 页 个 地 方 如 以 注意 : 

12 在 无 穷 小 量 的 和 及 积 的 定理 中 经 常 要 求 加 项 〈 或 因 
于 ) 的 个 数 是 有 限 和 的 ， 没 有 这 个 说 明 ， 我 们 容易 找 出 简单 的 
例子 来 证 明 ， 这 两 个 定理 是 不 能 成 立 的 . 

2) 关于 两 个 无 穷 小 量 的 商 不 可 能 作出 任何 一 般 的 结论 ， 
这 里 商 可 以 共有 任 何 变化 特征 ， 特 别 地 ， 可 能 不 趋 于 任何 极 
限 . 

在 往 下 讲 以 前 ,我 们 舌 要 对 记号 十 co 和 和 一 oo 再 作 些 说 明 . 
这 些 记 叶 我 们 现在 已 经 是 即 常 明 到 的 了 . 当然 , 你 们 知道 , 这 
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些 记 号 并 不 表示 任何 数 . 例如 : 在 癌 到 记号 十 ce 表示 什么 时 ， 
最 正确 最 清楚 的 就 是 说 它 本 身 什么 意义 也 没有 ; 但 “十 co 的 
邻 域 ”这 种 说 法 是 有 意义 的 ， 它 表示 的 是 全 部 大 于 某 个 〈 任 
意 的 ) 数 a 的 全 体 实数 这 样 一 个 集合 ; 对 于 这 样 的 集合 给 一 个 
简单 的 名 称 是 很 方便 的 ， 因 为 在 分 析 中 我 们 每 每 要 磁 到 这 类 
集合 ， 所 以 就 称 它 为 十 ce 的 邻 域 。 与 “十 cc 的 邻 域 ”这 种 说 
法 一 样 , 诸如 lim y = 十 oo (其 中 a 本 身 可 以 是 符号 十 co 与 
一 co 之 一 ) 这 种 表达 式 也 就 有 了 意 义 . 实际 上 , 在 我 们 已 给 
出 的 极限 定义 limy 一 中 谈 到 字母 4 及 5 时 总 是 与 它们 的 邻 
域 一 起 谈 到 的 ， 因 此 这 两 个 字母 中 的 任何 一 个 都 可 以 符号 
十 oo 〔 或 者 一 c=) 来 代替 (只 要 我 们 指明 ， 把 什么 样 的 集合 
称 之 为 这 些 符号 的 邻 域 就 行 ), 没 有 必要 对 这 些 符号 本 身 给 巴 
任何 意义 . 

从 所 有 这 些 可 以 明白 ， 在 使 用 符号 十 co 及 一 ce 时 该 要 多 
么 细心 ， 特 别 地 ， 对 它们 作 某 些 算术 运算 (二 一 0 等 等 ) 是 
完全 不 能 允许 的 ， 而 在 某 些 “简略 ”的 分 析 教 程 中 是 这 样 用 
的 ， 间 样 地 ， 所 有 其 式 中 有 符号 十 co 及 一 oo 出 现 的 等 式 ， 如 
果 这 些 符号 虽 不 是 直接 起 着 上 述 类 型 的 极限 的 作用 ， 也 都 是 
没有 意义 的 ， 如 三 角 表 示 中 形 如 tan 下 一 士 co0 之 类 的 任何 
等 式 都 是 如 此 . 反之 , 不 等 式 

#2 一 oC 一 0 二 oo 

却 可 以 有 确定 的 意义 . 它们 依次 表示 : 1) a 要 么 是 一 个 数 ,要 


也 ”当然 , 正确 的 表述 应 当 是 


lim tan 部 一 十 co， lim tan X= — oo. 
TD = 十 0 
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从 是 符号 一 o0; 2) 8 要么 是 一 个 数 , 要 人 么 是 符号 十 co 3) ce 是 
Ras 

最 后 , 在 谈 到 函数 y 二 A(z) 的 极限 存在 时 , 必须 准确 地 
声明 ， 我 们 这 星 牛 涪 的 是 存在 一 个 数 ， 它 基 这 个 量 的 极限 , 误 
者 我 们 了 世 将 允许 符号 十 oo, 一 oo 作为 极限 ， 当 然 , 在 这 里 的 术 
滞 回 题 上 我 们 显然 可 塘 取 两 种 说 法 中 的 任何 一 个 ， 于 是 乎 管 
样 选择 就 应 当 肚 它 是 否 适 合 . 通常 约定 把 “y 有 极限 ”理解 为 
存在 着 -个 数 作 为 量 y 的 极限 ， 如 果 需 要 对 这 个 论断 作 广义 
的 理解 ， 山 应 作 专 六 的 声明 ， 在 今后 我 们 都 将 这 样 处 理 ， 

Cauchy 准则 梳 限 理论 的 最 重要 的 问题 之 一 是 ， 已 知 
卡 数 y = f(z) 要闻， 当 x 一 a 时 它 是 省 有 极 绢 ? 在 此 ， 1) 
按照 我 们 的 约定 要 讨论 的 是 这 样 的 数 5 的 存在 启 题 ， 使 当 
Ta 了 va 可 以 是 数 ， 也 可以 是 短 号 十 = 与 
一 吕 两 者 之 一 : 3) 在 此 河 题 中 只 谈 及 极限 的 存在 性 问题 、 有 至 
于 怎 料 去 找 出 这 里 的 极限 ， 我 们 目前 完全 不 必 去 管 它 . 

下 述 的 极限 存在 的 重要 准则 是 十 分 重要 的 工具 ， 特 别 在 
理论 研究 中 是 这 样 ， 

Cauchy 准则 要 使 画 数 y 一 Fx) 当 x 一 a 时 有 极限 , 改 
须 而 且 只 需 下 述 条 件 得 到 满足 ; 【A) 无 论 对 于 怎样 小 航 正 斤 
5， 都 存在 着 元 (或 符号 } a 的 一 个 这样 的 鲁 域 可 ， 使 得 对 邻 
域 中 的 任何 两 个 数 xi 和 z+，， 都 有 

(fr) 一 Cr | 
1B 日 7 于 
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与 十 了 之 间 ， 因而 第 此 之 差 小 于 s. 这 就 证 明了 条 件 (A) 的 
必要 性 . 

2) 现在 设 条 件 (A) 成 立 . 对 每 一 个 自然 数 n 都 存在 着 数 
LF 的 这 和 样 一 个 邻 域 Cy 使 得 当 和 ] 扎 Ds 证 了 它 Cr 时 我 们 总 .有 有 

[Fr Oo— fr;) | < 一 ， (3) 
我 们 可 以 把 每 一 个 这 样 的 邻 域 局 , 都 取 为 区 间 ( 闭 的 )， 同 时 
我 们 有 权 假 设 U,i | 三 UG 二 12, ,实际 上 , 苦 区 间 可 ，， 
不 是 区 闻 的 部 分 , 则 我 们 通常 取 区 闻 器, 与 ,的 公共 部 
分 0 来 代替 如 ,1 人 ， 很 上 明显， 是 区 间 ， 且 局 CT， 
并 日 对 任何 | 生 Ts 全 De 我 们 都 有 
ftir) — ffir)| < er 

所 以 邻 域 Us 在 任何 情况 下 都 是 可 以 用 来 代替 邻 域 忆 的 ， 

因为 函数 了 (x) 在 区 间 CU 上 是 满足 人 条件 (3) 的 ， 则 函数 
在 此 区 河上 所 取 的 值 的 整个 集合 M, 将 落 在 长 度 为 二 的 某 个 
区 间 怒 之 内 . 但 Ui CU,, 因而 M4 性 M,, 因而 区 间 A， 
将 整个 地 落 在 区 间 4. 之 内 : 4 所 上 又 因为 当 m 一 四 财 区 
间 A 的 长 度 二 将 趋 近 于 零 , 则 区 间 序 列 4 《1,2,…) 将 构成 
收缩 的 区 间 套 . 根据 第 一 讲 的 引 理 2(p, 21) 我 们 就 可 以 断 
定 ， 存 在 着 唯一 的 一 个 数 上 属于 所 有 的 区 间 4, 

最 后 ， 我 们 来 证 明 lim y = 6， 为 此 我 们 以 了 来 表示 数 。 
的 任意 邻 域 ， 依 照 这 个 数 的 定义 ,对 任何 充分 大 的 4 有力 己 


中 显然 ， 它 是 非 空 的 . 
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V， 所 坟 车 zz EU, 则 rr) EE M,C 性 CV, 由 此 , 依照 极 
限 的 定义 应 有 lim y 一 必 
这 样 一 来 ,Cauchy 准则 就 已 完全 证 明 . 特别 邮 , 要 使 数 序 


列 
有 极限 ， 必 强 而 且 只 需 , 对 任意 的 e> 0 以 及 任何 充分 太 的 有 
和 7 3 都 有 


[lan 一 am! < E， 
Cauchy 准则 只 在 证 明 某 些 人 个别 的 郧 数 的 极限 存在 性 时 , 在 很 
少 有 的 情形 下 ， 才 得 到 有 具体 的 应 用 ， 为 此 常常 采用 更 为 简单 
的 淮 则 ， 但 这 种 准则 不 是 极限 存在 的 特征， 邑 不 是 必要 充分 
的 准则 .相反 地 ， 在 一 艇 的 理论 研究 中 , Cauchy 准则 正 是 出 
于 这 个 特点 ， 却 能 起 到 几乎 是 不 可 到 做 的 和 作用， 这 一 点 秒 们 
即将 看 到 . 

英 于 基本 定理 的 注 训 . 极限 理论 的 基本 定理 , 即 和 、 差 、 
积 等 极限 定理 ， 你 们 当然 是 很 熟悉 的 ， 我 们 这 里 不 仅 不 需 再 
去 证 明 ，, 而 且 也 不 必 去 陈述 它们 .得 与 这 些 定理 相关 的 一 个 
注 记 我 们 还 必须 给 出 、 因 为 这 个 注 记 对 于 整个 一 系列 定理 都 
是 相同 的 ， 我 们 将 只 以 其 中 的 性 一 个 为 例 来 加 以 说 明 ， 

当 我 们 说 到 “两 个 量 之 和 的 极 良 等 于 它们 的 被 限 之 和 ” 
《在 太 基 “简略 ”的 教程 中 正 是 使 用 这 样 简单 的 措 词 的 )， 
而 我 们 这 里 指 的 是 《尽管 没有 握 到 这 一 点 )， 所 有 的 3 个 量 
《两 个 加 项 以 及 和 } 都 是 有 极限 的 , 并 且 问 题 仅 只 涉及 这 些 极 
限 之 间 的 关系 . 实际 上 ， 我 们 这 里 根 设 多 于 所 需 ， 只 需 假 设 
这 两 个 加 项 每 一 项 都 存在 极限 就 够 了 ;因为 这 时 可 以 证 明和 
必 有 板 限 (等 于 加 项 的 极限 之 和 }， 对 这 个 证 崩 不 需 任 何 附 加 
胸 讨 论 ， 这 个 结果 可 以 从 和 的 极限 的 定理 的 任何 证 明 中 自动 
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地 得 出 ， 成 为 一 个 峙 加 的 结果 . 

反之 ,从 和 有 极限 则 不 能 直接 推出 每 一 个 加 项 都 有 极限 . 
实际 上 ， 设 量 y 当 xz 一 «a 时 不 趋 近 于 任何 极限 ， 很 显然 ， 量 
1 一 » 也 同样 地 没有 极限 , 但 是 这 两 个 量 之 和 (是 一 个 常数 ， 
yy 十 1 一 yy 一 1) 当 xz 一 4 寺 有 极限 1. 

这 也 就 是 说 ， 关 于 和 的 极限 的 定理 的 最 完整 的 陈述 应 当 
说 成 是 ， EE ee 


备 和 眉 评 理 和 和 晶 和 主 昌 国 了 是 面 


是 


让 康之 和 所 有 这 一 0 

部 分 极限 ， 上 极 了 忠和 下 极限 . 我们 现在 需要 来 详细 研 
帘 变 量 xz 的 这 样 的 函数 ， 这 些 晒 数 当 x 一 a 时 没有 极限 ， 所 
有 “简略 ”的 教程 通常 是 完全 不 研究 这 个 问题 的 . 

如 有 果 对 于 数 a 的 无 论 怎样 的 邻 域 UU 以 及 数 5 的 无 论 起 
样 的 邻 域 六 ,都 可 以 找到 一 个 异 于 4a 的 点 x €E 已, 使 得 f(x) 
EV， 当 xz 一 a 时 我 们 称 数 是 函数 yy = f(x) 的 部 分 极限 . 
这 个 简 蛙 的 定义 不 加 任何 改变 可 以 推广 到 5 是 符号 十 = ， 
一 0 之 一 的 情形 ,这 就 是 说 ,部 分 极限 5 是 这 样 的 数 , 使 得 
不 论 怎 样 蔚 近 za, 总 可 以 找到 > 值 , 使 相应 的 量 y 任意 地 接近 
于 5 L 当 a 或 6 是 十 时， 我 们 当然 应 当 把 “任意 接近 于 a 
《或 人 ”改变 成 “任意 大 的 数 ”， 当 a 或 5 是 一 ce 时 也 完全 类 
似 ]. 

相仿 地 , 我 们 也 可 以 定义 当 # 一 co 时 数列 aj,a;,… ,a,， 
… 的 部 分 极限 . 

如 果 lim y 存在 ， 则 正如 我 们 从 极限 概念 的 定义 中 所 直 
接 看 到 的 那样 ， 它 必然 也 是 量 y 的 一 个 部 分 极限 ( 且 是 唯一 
的 )， 而 不 管 这 个 极限 是 一 个 数 或 是 符号 十 ce 与 一 上 两 着 之 
一 ， 但 如 果 这 个 极限 不 存在 ， 则 这 个 量 y 至 少 有 两 个 不 同 的 
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部 分 极 卢 . 这 也 就 是 说 , 任何 函数 ?= 六 xXx) 当 工 一 a 时 都 至 
少 有 一 个 部 分 极限 ， 要 使 识 分 极限 是 唯一 和 的， 过 须 而 且 只 沸 
limy 存在 . 

要 证 明 这 些 论 断 的 正确 性 ,显然 ,我 们 必须 证 明 两 个 命 

合 题 1 桩 何 函数 y= 二 f(x) 当 盖 立时 都 音 少 有 一 个 
部 分 极限 . 

例题 ?2， 如 果 上 b 是 吕 数 yy 一 (x) 当 z 一 4 时 的 唯一 部 
分 极限 ，。 则 lm 7 一 也 

所 有 这 些 情形 里 ,所 有 的 极限 和 部 分 极限 都 可 以 是 数 ,也 
可 以 是 符号 十 co 及 一 oo. 

命题 1 的 证 朋 . 营 符 号 十 5 与 一 之 一 是 量 y 的 当 
xz 一 4 时 的 部 分 极限 , 则 命题 已 经 得 证 , 因此 我 们 假设 这 里 不 
是 这 样 , 并 只 指 明 这 时 存在 着 一 个 数 5, 它 是 量 y 当 z->a 时 
的 部 分 极限 . 

但 阁 无 论 十 吕 或 者 一 一 都 不 是 消 数 f(x) 当 z 一 a 时 的 
部 分 极限 的 话 ， 则 很 显然 , 存在 着 这 样 的 一 对 数 as,B ke 二 
PP， 使 得 对 任何 充分 靠近 a 的 x, 都 有 

or) 

特别 地 ， Se 这 各 4 的 任何 直 册 都 可 忆 入 到 这 
i A 我 们 约定 只 用 a a pe A 所 只 
有 的 以 上 所 陈述 的 性 质 ， 如 果 我 们 将 此 区 间 等 分 ， 则 其 两 个 
举 区 间 中 至 少 有 一 个 具有 性 质 4( 因 为 若 数 a 的 邻 域 UU 不 含 
任 傈 司 得 六 xz 属于 左 半 区 间 4 的 <， 而 邻 域 立 , 则 不 售 任 何 
使 f(x) 局 于 其 右 区 间 的 x 的话 , 则 作为 这 两 个 部 分 Ui 与 局 
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的 公共 部 分 所 组 成 的 邻 域 UD 很 显然 将 不 包含 任何 使 六 xz) 
E 的 点 了 ,， 即 区 间 4 不 具有 性 质 4 . 我们 再 用 4. 来 表示 
区 间 4 的 具有 性 质 4 的 一 半 ， 并 是 重复 进行 我 们 对 区 间 4 
所 进行 的 工作 ， 即 把 它 平分 且 把 具有 性 质 4 的 一 半 表 之 以 
4 无限 继续 这 个 过 程 , 很 显然 , 我 们 就 得 到 一 -个 收 冲 的 区 间 
套 入 ,A 设 就 是 根据 收缩 区 问 套 引 理 而 一 定 
存在 的 属于 所 有 这 些 区 间 的 唯一 的 公共 的 数 , 并 以 LU 和 YY 来 
表示 数 a 及 请 的 相应 的 邻 万 . 依照 数 关 的 定义 , 可 以 找到 一 个 
区 和 撞 4 所 Y,， 但 每 一 个 区 间 和 都 共有 性 质 4, 因而 存在 着 这 
样 的 一 个 数 z E 了 7， 使 得 Ar) 生生 和 但 此 即 表明 , ”是 
量 》 当 一 a 时 的 部 分 极限 . 

命题 2 的 证 明 . 由 命题 1, 量 y 关 一 和 时 至 少 有 一 个 
部 分 极限 5， 若 关系 式 lim y 一刀 不 成 立 ， 则 存在 着 数 〈 或 符 
号 ) 忆 的 一 个 邻 域 了 共有 以 下 性 质 : 对 数 (或 符号 ) a 的 任何 
邻 域 口 , 都 可 以 找到 这 样 的 <, 使 得 相 设 的 f(z) 不 属于 V, 因 
此 , 很 显然 ,应 当 有 下 述 两 种 情形 之 一 成 立 ; 要 么 符号 十 oo， 
一 se 中 存 一 个 , 而 县 不 是 ,是 量 yy 的 当 +->a 时 的 极限, 要 
么 往 在 用 六 外 的 一 个 区 间 La, 让 ,和 使 得 数 ( 或 符号 ya 的 任何 
邻 域 U 都 包含 有 这 样 的 x+， fCr) E Fe,6]. 在 前 一 种 情形 , 命 
是 2 得 证 ， 在 第 二 种 情形 ， 如 同 我 们 在 命题 1 的 证 明 过 程 中 
所 和 伏 的 那样 ， 我 们 同样 可 以 证 明 : 量 v 当 一 a 时 有 部 分 极 
限 尹 属于 区 间 [ey 们 ,因而 不 等 于 ,这 就 是 说 , 此 时 命题 2 也 
得 证 . 

十 是， 我 们 就 证 明了 ， 在 已 知 过 程 中 任何 没有 极限 的 量 


DD 公 者 注 . =U 人 NU 
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都 至 少 应 当 有 两 个 部 分 极限 ， 一般 说 来 ， 不 可 能 做 出 更 多 的 
结论 了 . 如 量 y 王 < 一 1)"( 其 中 4 是 自然 数 ) 当 n 一 co 时 ,很 
显然 地 丝毫 不 差 地 有 两 个 部 分 极限 十 1 和 一 1、 另 一 方面 , 存 
在 次 这 样 的 量 ,在 其 变化 过 程 中 可 以 有 无 穷 多 个 部 分 极限 ,如 


沙 数 y 二 sin 二 当 z 一 0 时 就 以 区 间 [ 一 1, 十 1] 上 的 所 有 数 


作为 其 部 分 极限 . 实际 上 , 当 x 一 0 时 量 二 连续 且 无 限 地 增 
条， 因而 其 正弦 无 数 次 地 从 一 1 到 + 1 连续 反复 地 变化 ,无 
论 取 区 间 [ 一 1, + 1] 之 中 的 哪 一 个 数 8, 我 们 总 能 找到 这 样 
小 的 一 个 数 =《 即 在 数 0 的 任意 小 的 邻 域 中 )， 使 得 
sin 二 = 

尽管 如 同 我 们 刚刚 看 到 过 的 ， 大 多 数 部 分 极限 作为 一 个 
集合 而 吉 ， 具 有 完全 不 同 的 特征 ， 但 在 其 部 分 极限 集合 的 构 
造 上 却 有 着 对 任何 变量 都 共有 的 特征 ， 而 这 些 特 征 对 数学 分 
析 来 讲 恰恰 具有 本 质 上 的 重要 性 ， 我 们 现在 就 来 给 出 其 中 的 

性 质 1I， 基数 (或 符号 ) 5 不 是 量 y 当 x 一 a 时 的 部 分 
禄 限 , 则 存在 着 数 5 (或 竺 号 ) 的 一 个 爷 域 总 ， 其 中 不 禽 任何 
一 个 这 样 的 部 分 极限 为 其 内 点 . 

实际 上 ， 如 果 纪 不是 量 y 当 x 一 a 时 的 部 分 极限 ， 则 存 
在 看 数 5《 或 符号 ) 的 这 样 一 个 邻 域 了 及 数 a (或 罕 号 ) 的 这 
样 一 个 邻 域 UU， 使 得 当 x E U 时 ，y 不 属于 开 区 间 六， 但 因 
为 区 闻 V 是 其 任何 内 点 的 邻 域 , 则 对 Y 的 任何 内 点 上 述 性 质 
都 成 立 , 因而 所 有 这 些 内 点 作为 一 个 数 ,都 不 是 量 y 的 当 +- 
a 时 的 部 分 极限 ， 于 是 性 质 1 得 证 . 

在 讲述 性 质 2 之 前 ， 我 们 注意 如 下 的 事实 . 
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着 已 知 量 y 当 x 一 a 的 部 分 极限 中 有 符号 十 eo 时 ， 则 我 
们 自然 把 这 个 部 分 极限 理解 为 最 大 的 , 类 似 地 , 对 符号 一 02， 
如 末 它 是 量 y 的 部 分 极限 . 则 把 它 理解 为 最 小 的 ， 作 了 这 些 
约定 ,我 们 现在 就 可 以 来 讲述 性 质 2 了 

性质 2 和 任何 变量 的 所 有 部 分 极限 中 总 有 最 大 的 和 最 
小 的 . 

你 们 当然 明白 ， 这 个 结论 远 不 是 自 朗 的 ! 因为 例如 开 区 
局 40,1) 之 中 就 既 设 有 最 大 的 数 , 也 没有 最 小 的 数 , 一 般 说 来 
到 不 是 在 任何 数 集中 部 有 最 大 的 数 和 最 小 的 数 (或 符号 ). 我 
们 命题 的 意义 就 在 于 ， 绝 对 不 是 任何 集合 都 可 以 是 变量 的 部 
分 极限 的 集合 (从 性 质 1 也 可 以 看 出 这 一 点 ), 它 可 能 具有 某 
ee 其 中 之 一 就 是 : 它 包 含有 最 大 的 数 和 最 小 的 
数 〈( 或 符号 )， 我 们 来 证 明 这 一 点 . 

htm eee 因为 最 小 
(这 是 先 已 说 明 的 ) 部 分 极限 的 所 有 讨论 可 以 完全 类 似 地 得 
出 . 

我 们 可 以 假设 符号 十 号 不 是 已 知 变量 的 部 分 极限 (否则 ， 
如 同 已 经 指出 的 ， 它 就 是 最 大 部 分 极限 ， 恰 好 正 是 性 质 2 要 
证 明 的 )。 根据 性 质 1,， 由 此 得 出 在 符 续 十 = 的 某 个 邻 域 内 没 
有 部 分 极限 ， 换 言 之 ， 所 有 欧 部 分 极限 都 小 于 某 个 数 ， 如 果 
我 们 的 已 各 量 唯一 的 部 分 极限 是 以 符号 一 co 来 表示 的 ， 则 它 
同时 也 就 是 最 大 部 分 极限 ， 于 是 性 质 2 得 证 ， 因 此 我 们 可 以 
设 已 才 量 的 部 分 极限 中 存在 着 某 个 数 

现在 我 们 将 所 有 实数 的 集合 按 下 述 原 则 分 成 4 和 8B 两 
类 : 知 在 z 右边 有 已 知 量 的 哪怕 是 一 个 部 分 极限 , 则 x € 4， 
否则 就 令 z E 8, 你 们 当然 容易 证 明 , 这 个 分 划 是 一 个 分 市 . 
说 a 是 其 一 个 界 , 我 们 来 证 明 a 是 已 知 量 的 最 大 部 分 极限 . 实 
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际 上 , 首先 a 是 一 个 部 分 极限 , 因为 反之 由 性 质 1, 数 & 的 荣 
个 分 域 (al:asy (oa 之 a 之 0) 将 不 包 合 任何 一 个 部 分 极限 ， 
但 由 不 等 式 & 过 ae 我们 得 出 和 E 4, 因此 a 的 右边 应 当 有 部 
分 极限 ， 又 因为 在 区 间 [m ez] 上 没有 这 样 的 部 分 极限 ， 则 它 
们 应 在 u 的 右边 , 而 这 是 不 可 能 的 , 因为 由 于 不 等 式 cs > a， 
则 a 和 号 其 次 ,a 的 在 边 是 役 有 部 分 极限 的 , 介 为 大 PB 半 业 
是 部 分 极限 揭 话 ， 则 对 任何 介 于 = 与 如 之 间 的 ya<Y<P)， 
我 们 应 当 有 : 由 >>>a, 网 YE 8B, 而 同时 又 由 8 半 7Y, 有 7 和 & 
所 .这 是 不 可 能 的 ,因为 定义 一 个 实数 的 分 割 , 其 A 类 与 了 类 
不 会 有 公共 的 数 . 这 就 是 说 , 数 a 实际 上 是 已 知 量 的 最 大 部 分 
极限 . 于 是 性 质 2 得 证 . 

这 样 一 来 ， 任 何 变量 在 其 变化 过 程 中 都 有 最 大和 最 小 的 
部 分 极限 ， 这 两 个 部 分 极限 有 着 重要 的 意义 : 它们 分 别称 做 
是 量 y 一 7(z) 当 x 一 a 时 的 上 极限 和 下 极限 ,并 用 以 下 符号 
表示 ， 

limf x) limf (Cr), 
或 者 | 
lim sup f(z) 让 lim inf F(z). 
显然 地 ,总 有 
lim sup / (xX) > lim nf F(xr). 

此 外 ， 这 两 个 数 可 以 取 和 任何 值 ， 同 时 其 中 的 每 一 个 或 者 两 者 . 
一 起 都 可 以 是 符 导 十 co 或 一 c。 当 x ~a 时 量 y 称 为 是 有 界 
的 , 如 果 当 zf 一 a 时 其 上 下 极限 都 是 数 的 话 , 而 如 果 两 者 中 吕 
怕 有 一 个 取 符 号 十 oo 或 者 一 co 的话 ， 则 称 其 为 无 办 的， 很 显 
然 ， 当 xz 一 a 时 量 y 的 有 界 性 意味 着 存在 有 这 样 的 数 a 和 8 
以 及 数 a 的 这 样 的 邻 域 U， 使 得 对 任何 x EU 者 有 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试 用 版 本 创建 ww fineprint.com.cn 


极 限 43 


a< fr 
要 使 lim y 存在 ( 数 或 者 符 导 )， 必 须 而 匡 只 需 有 关系 ， 


lim y 过 和 ys 


因为 上 、 下 极限 二 者 重合 等 价 于 部 分 极限 的 唯一 性 
介 于 lim y 以 及 Tim y 之 间 的 数 可 以 是 , 也 可 以 不 是 量 y 


当 工 悦 a 时 的 部 分 极限 ,我们 前 面 已 经 见 到 过 了 两 个 这 样 的 
极端 的 例子 ; 1 介 于 这 两 个 数 中 的 任何 一 个 数 都 不 是 部 分 极 
限 , 2) 反之 ， 介 于 其 中 的 每 一 个 数 都 是 部 分 极限 . 一般 说 来 
它们 之 闻 有 一 些 数 是 部 分 极限 ， 而 另 一 些 则 不 是 . 

有 时 上 、 下 极限 是 以 另外 的 形式 来 定义 的 ， 这 些 另 外 的 
定义 方法 不 仪 对 于 祁 广 和 具体 化 对 这 些 概 念 本 身 的 了 解 是 有 
盘 的 , 而 且 对 其 应 用 也 是 有 益 的 . 数 ( 或 符号 六 称 作 当 xz 一 a 
时 量 y 一 f(x) 的 上 极限 ， 因果 灶 天 第 样 的 驶 。 和 (或 


| 
曙 和 和 了 曙 时 
和 量 时 是 


变 想 证 明 新 定义 等 价 于 前 面 的 定义 ,我 们 首先 注意 到 ， 在 
数 或 符号 5 依照 新 定义 是 量 y 的 上 极限 ， 则 5 很 显然 地 是 这 
个 量 的 部 分 极限 . 若 还 存在 着 部 分 极限 二 5, 则 我 们 可 以 找 
到 玫 a,8,a' ,B' 使 得 

z a 
同时 , 因为 九 是 部 分 极限 , 则 数 e (或 符号 ) 的 任何 邻 城 U 应 


中 译 者 注 . 如 果 a 十 一 个 符 导 , 例如 4a 二 十 co， 则 * 这 样 小 ”的 人 
域 U 应 理解 为 可 以 找到 一 个 数 {可 能 是 很 大 的 ) MM, 司 得 其 中 有 x4 
(Lr. 
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当 包 含有 使 得 x < 过 yy 过 的 数 z, 由 此 得 y 闭 8. 但 这 很 显 
然 地 与 b 依照 新 定义 是 上 极限 这 一 事实 相 邢 盾 . 

反之 ,我们 现在 设 # 是 量 y 当 z 一 上 时 的 最 大 部 分 极限 ， 
铬 < 所 < 有 则 数 ( 或 符号 )a 的 任何 分 城 U 就 包含 使 得 a < 过 
y 之 户 的 数 z (依照 部 分 极限 的 定 尺 ). 要 证 明 5 是 量 y 在 新 定 
关 下 的 上 极限 , 休 下 外 要 证 明 对 适当 选择 的 邻 域 U 我 们 对 任 
何 x< EU 都 有 y 专 记 . | 

寿 上 = 十 co 则 汕 有 和 什么 要 证 明 的 ; 者 不 是 这 样 , 即 寸 ce 
不 是 部 分 极限 (因为 5 是 最 大 部 分 极限 )， 这 就 意味 着 ,在 在 
着 这 样 的 数 yo 以 及 数 (或 符号 ) a 的 这 样 的 邻 域 U。， 使 得 对 
任何 x € CD， 都 有 yy 之 yo 若 入， 则 所 求 的 一 切 均 已 得 
证 . 寿 yo 六 8B, 则 区 间 [8,yol 内 的 每 一 个 数 4 都 不 是 部 分 极 
限 且 有 与 数 a (或 符号 ) 的 这 样 的 邻 域 Z, 对 应 的 邻 域 了 ii， 对 
任何 工 反 LO (xz) 一 位 于 7 之 外 . 开 区 各 覆盖 了 区 间 
L8,yoj 应 用 Heine-Borel 引 理 (第 一 讲 引 理 3), 我 们 可 以 得 
至多 间 [8,yo] 的 一 个 有 限 覆盖 了 ,YY 六 ， 这 里 设 忌 是 
邻 域 UoU Ue ,Ca 的 公共 部 分 ， 很 显然 ， U 是 数 a (或 
符号 ) 的 这 样 的 邻 域 , 使 得 车 EU, 则 相应 的 y 值 不 可 能 属 
于 区 加 VV VV 中 的 性 何 一 个 . 换言之 , 对 任何 x EU 
均 有 yy 必用 我 们 的 命题 得 证 . 

不 襄 而 咕 ， 也 可 以 得 到 ， 下 极限 的 类 似 的 新 定义 ， 并 及 
新 老 定 义 之 辐 的 等 价 性 可 以 以 完全 类 似 这 里 的 方法 得 到 证 
明 . 

名 起 以 更 加 具体 的 观点 来 看 这 个 抽象 体系 ， 则 在 我 们 眼 
前 打开 了 这 样 一 幅 几 画 : 可 以 用 下 述 的 基本 线 茶 来 描述 它 , 而 
不 求 任何 形式 上 的 严格 性 ， 变 量 在 其 某 们 变化 过 程 中 时 而 赵 
近 于 一 个 数 ， 时 而 趋 近 于 另 一 个 数 ， 时 而 赵 近 于 第 三 个 数 ， 
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ee . 我 们 称 数 已 是 已 知 量 的 部 分 极限 ,者 变量 在 过 程 的 越 来 
越 后 的 阶段 ， 一 而 再 地 如 此 接近 于 数 (同时 完全 可 能 的 是 ， 
在 两 次 趋 近 5 之 间 , 它 可 以 偏离 数 5 十 分 运 , 重要 的 仅仅 是 ， 
或 迟 或 早 它 又 要 离 & 的 距离 任意 小 ). 若是 唯一 的 这 种 吸引 
中 心 , 则 显然 , 我 们 的 量 y 不 仅 可 以 变 到 离 5 任意 近 , 而 且 最 
终 变 得 一直 如 此 蔷 近 于 2， 这 样 我 们 就 有 jim y 二 5b， 一 般 说 
来 ， 无 论 我 们 注视 变量 y 变化 过 程 和 多么 久 ， 它 都 像 不 减 申 的 
摆 一 样 在 已 知 的 范围 内 上 来 回 不 断 地 振动 ， 这 样 的 量 y 就 不 
趋 于 和 什么 极限 ， 而 这 个 范围 的 界限 (其 中 可 能 会 过 到 一 0 和 
十 se) 则 是 我 们 所 说 的 这 个 量 的 上 极限 和 下 极限 . 

多 元 函数 的 概 了 上限， ”我们 下 面 还 要 研究 几 个 与 儿 元 范 数 
有 天 的 不 太 复式 的 极限 理论 的 问题 . 这 里 为 叙述 简便 起 网 ,我 
们 将 只 谈 及 两 个 自 变量 的 函数 ， 这 里 所 述 的 一 切 ， 作 一 些 相 
应 的 明显 的 改变 后 ， 就 可 适用 于 任意 多 个 变量 的 函数 . 

白 变 量 z 与 y 的 每 一 对 值 我 们 都 用 坐标 平面 (rz,y) 上 的 
太 来 表示 ,并且 今后 为 简便 计 我 们 将 把 点 (a ,5) 理解 为 这 些 
变量 的 一 对 值 x 二 a, 3 一 点 ta,5) 的 邻 域 我 们 将 理解 为 于 
面 (x,y) 4 的 任何 包 信 此 点 在 内 的 邻 域 ， 这 个 邻 域 可 以 是 回 、 
短 形 或 更 复 染 的 形式 ， 术语 “点 Ca,5) 的 邻 域 ” 我 们 认为 ， 当 
a 或 者 Bb, 或 者 两 个 字母 一 起 都 是 符号 十 oo 或 一 = 时 都 是 有 意 
义 的 . 因为 若 a 是 数 , 而 5 是 符 赎 十 oo 则 点 (a;5) 的 邻 城 是 
任何 形 如 a 之 x 二 8,y 记 7 (其 中 a < 之 a 之 8, 而 > 是 任意 
的 ) 的 区 域 (图 8}. 车 a 是 一 ce ， 而 5 仍然 是 十 ce 的 话 ， 则 
cap) 的 邻 域 则 是 任何 形 如 zx < 之 a y 计 8 (其 中 ,8 是 任意 的 


中 其 育 下 述 性 奈 的 平面 点 集 我 们 称 之 为 平面 邻 域 ， 若 点 属于 此 
集合 。 则 可 以 找到 以 此 点 为 中 心 的 一 个 图， 整个 地 属于 这 个 集合 . 
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图 8 图》 

我 们 说 畏 数 > 一 zx 和 ) 当 工 一 GE， 一 五 时 专 数 (或 答 
号 }c 为 其 极限 ， 即 是 指 对 于 数 (或 符号 )fr 的 任何 邻 域 Y 都 用 
以 找到 点 ta,5) 的 这 样 的 邻 战 可， 对 任何 (zy € UU Cr,y) 
和 关 (asp)) 我 们 都 有 z EY. 把 此 事实 记 成 如 下 形式 : 

limzx 一 5 或 者 一 (4) 


在 坦 定 藉 了 下， 对 一 元 困 数 所 建立 的 整个 极 鼠 理论 可 以 很 
容易 地、 肯 然 节 移 棱 到 二 维 的 情形 .和 桂 别 是 ， 部 分 极限 、 上 
极限 夭 下 极 跟 的 概念 的 定义 各 性质 都 能 保持 , Cauchy 准则 及 
其 证 明 也 间 样 有 效 . 

至 于 其 论证 ， 则 同一 维 的 情形 完全 类 似 ， 了 唯一 的 区 别 在 
于 : 我 们 现在 要 用 到 二 维 的 辅助 定理 ， 如 二 维 的 收缩 邻 域 系 
定理 , 二 维 的 Heine-Borel 引 理 等 等 . 所 有 这 些 辅助 定理 的 证 
朋 如 同一 维 情形 一 样 地 简单 ， 方法 也 都 一 样 。 因此 我 们 不 必 
在 此 对 其 多 加 解释 ， 

必须 把 到 次 概 限 


limtlimz) KR lim(dlimz2) (5) 
YI Ti 
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极 限 Ai 


与 二 重 极限 (4) 严格 区 分 开 来 . 这 里 我 们 有 两 个 逐次 的 一 

的 极 黑 过 程 而 不 是 一 个 二 维 极限 ， 与 平面 COzy 上 的 所 4e 
的 邻 域 有 关 的 几何 图 形 则 完全 不 见 了 .因为 要 想得到 
lim (lim z) 我 们 需 先 给 y 以 征 何 常数 什 从 而 使 变量 = 成 为 变 
量 z 的 一 元 函数 , 再 求 其 当 z 一 a 时 的 极限 . 这 个 极限 可 以 对 
y 的 某 些 固定 的 值 存在 ;而 对 y 的 另 一 些 值 则 不 存在 . 如 果 对 
局 《或 符 写 ) 六 的 茶 个 邻 域 V 内 的 所 有 的 3 值 都 存在 ; 则 在 此 
邻 域内 limf Cx,y) 将 是 单 变量 y 的 函数 ,因而 我 们 就 可 以 玉 
其 当 y 一 上 45 时 的 极限 ， 最 后 , 若 这 个 极限 存在 ， 则 它 就 是 


lmtlim 2). 
Fr 


可 能 有 这 样 的 情形 : 两 个 之 次 极限 (5) 都 存在 , 但 同时 

二 重 极限 (4) 却 不 存在 . 例如 我 们 来 研究 隐 数 
之 下 
a 十 YY” 
在 坐标 原 氮 附近 的 情形 (这 个 函数 在 举 标 原点 本 身 无 定 闵 , 注 
意 不 论 在 二 重 极限 的 定义 里 ， 还 是 在 逐次 极限 的 定义 里 量 
Fas0) 都 完全 不 出 现 , 冰 数 在 此 不 取 任 何 值 ; 如 果 愿 意 的 话 ， 
当 工 二 y 二 0 时 可 以 让 孙 数 x 取 任 何 值 )、 当 国定 z 关 0 时 
lim x 二 0， 而 当 国生 y 关 0 时 lim x 二 0， 因而 有 
lim (lim a lm lim 2) = 人 0. 

为 一 方面 ， 点 (0,0) 的 任何 邻 域 都 既 包 含有 xz 一 0, y 关 0 的 
点 , 也 包含 有 如 z= y 天 0 这 样 的 点 ,由 于 第 一 种 情形 下 = 一 
0， 春 在 第 二 种 情形 下 z* 王 1, 所 以 这 两 个 数 0 和 1 将 都 是 消 数 
z 当 x 一 9,y 一 0 时 的 部 分 极限 . 存在 至 少 两 个 不 同 的 部 分 
极限 就 意味 着 lim = 不 存在 . 


可 能 有 相反 的 情形 , 二 重 极限 (4) 存在 , 同时 两 个 逐次 


守 一 
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极限 (5) 却 一 个 也 不 存在 研究 销 数 
{ 十 vy)sin 着 zy 关 0， 


0， 和 二 0 
在 坐标 原点 附近 的 情形 .因为 对 圆 x 十 二 的 所 有 点 都 
有 |z| 二 总 ， 所 以 


lim x = 0; 


下 -有 科 


另 一 方面 ， ee 0 {也 同样 可 国定 y 关 0 而 令 
工 一 习 ) 131n 一 ， 从 而 五 数 =, 邦 不 趋 近 于 任何 馆 候 ， 也 吨 是 
说 , 极限 i Cy 天 0) 与 limz (zt 0) 各 不 大 在 ， 当 然 , 逐 
次 极限 (5) 中 的 任何 一 个 的 存在 性 就 元 从 谈 起 . 
但 是 ,应 当 指 出 , 若 人 4) 和 (5) 这 3 个 极限 都 存在 时 , 它 
们 应 当 是 完全 一 至 的， 实际 上 , 例如 令 
lim lim Zz) 二 cs， {8) 
设 Y 是 数 ( 或 符号 } 的 娃 何 一 个 邻 域 且 UU 是 点 (a,B) 的 任何 
一 个 领域 由 06) 则 存在 着 数 ( 或 符号 Ya 的 这 样 一 个 邻 域 4， 
lim x 二 VV， 
这 个 邻 城 4 是 Ox 轴 的 某 个 区 间 ， 很 明显 ， 我 们 可 羽 在 针 区 
间 . 上 选取 如 此 靠近 a 的 点 xo。， 和 使 得 点 (xo,5) 属于 邻 域 UU( 轿 
10), 国定 此 节 o， 让 ro 拭 4 我 们 得 到 
二 lim 之 入 VV， 
但 由 极限 概念 的 定义 这 就 表明 ， 对 数 或 符号 ) c 的 任何 邻 
域 7， 都 可 以 找 出 数 〈 或 符号 ) 5 的 这 样 的 邻 域 B- ， 使 得 当 
zx 一 ro 以 及 对 任何 yE B,， 都 有 < E V', 但 很 显然 ,这 是 不 
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妨碍 我 们 把 邻 域 V' 选 得 这 样 小 ,以致 V' 己 V (因为 cE€ 
V), 另 一 方面 , 因为 把 (zx601:8) EU， 所 以 我 们 可 以 选取 如 此 
靠近 p 的 数 3 呈 使 得 点 (az + 370 也 属于 邻 域 CX 图 10). 
由 于 yo 后 B, ? 此 时 在 后 (azo yp》 人 TY OW, 现在 注意 

到 由 于 UU 是 点 (a,5) 的 任意 邻 域 以 及 We 的 性 
意 邻 域 , 则 我 们 找到 了 点 (x,x6) EU, 使 得 。 这 件 事 
ee 
的 那样 ,车 lim z 存在 的 话 ， 则 它 是 唯一 的 部 分 极限 , 因而 应 


当 等 于 c， 此 即 所 要 证 明 的 . 
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第 讲 
到 数 


何谓 画 数 ; 一 图 数 的 定义 域 ， 一 一 连续 性 ， 一 一 有 蛋 函 
数 ， 一 一 连续 函数 的 基本 性 质 . 初等 函数 的 连续 
伺 一 甬 数 在 一 点 的 振幅 ,一 - 间断 点 .一 -单调 妆 
数 ， 一 一 有 界 变 差 画 数 


何谓 澡 数 ? ”我 们 在 第 一 讲 一 开头 就 一 些 问题 所 提 到 的 
四 数 关系 概念 的 定义 ， 是 在 艰 苗 的 斗争 中 产生 并 最 后 取得 胜 
利 的 ， 这 个 斗争 的 反复 直到 现在 还 远 远 没 有 结束 ， 还 有 其 痕 
迹 ， 尽 管 看 起 来 我 们 所 得 的 定义 的 科学 的 现实 性 谁 也 不 再 杯 
疑 了 中. 这 上 场 斗争 的 基本 口号 , 过 去 是 现在 仍然 是 ， 打倒 所 请 
解析 工具 的 霸权 , 这 种 工具 的 霸权 从 18 世纪 起 就 笼 黑 在 函数 
关系 的 概念 上 ， 这 种 霸权 ， 即 把 解析 表达 式 从 方便 的 研究 工 
只 变 成 为 对 函数 思想 的 主宰 者 ， 并 把 自身 的 规律 性 强加 于 函 
数 概念 . 仅 只 在 数学 科学 自身 的 范围 内 才 多 多 少 少 打破 了 这 


DD 如果 不 算 直 觉 主 义学 派 的 话 . 然 面 他 们 关于 函数 依赖 性 的 概 
念 绝 不 意味 着 回归 到 老 的 概念 . 
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钊 蔽 权 ， 而 在 簿 用 科学 以 及 在 教学 中 〈 甚 至 在 高 等 工科 陆 校 
里 ) 它 仍然 在 相当 程度 上 保持 其 影响 , 几乎 每 一 个 工程 师 , 都 
形式 地 看 待 清 数 关系 的 科学 定义 (尽管 这 定义 中 一 个 字 都 没 
有 提 到 解析 表达 式 ), 而 把 沿 数 首先 看 作 是 一 个 公式 , 看 作 一 
个 解析 表达 式 ， 而 照例 不 会 去 思考 解析 表达 式 以 外 的 函数 关 
系 ， 这 是 他 们 同 数学 家 之 加 的 本 质 区 别 ， 数 学 家 习惯 于 认真 
理解 其 概念 的 定义 ， 因 而 在 他 们 有 眼 里 “函数 ” 注 个 字 始 终 被 
认为 是 两 个 集合 之 间 的 一 个 对 应 ,其 定义 就 是 讲 的 这 种 对 应 ， 
怎样 也 不 会 把 它 同 和 什么 样 的 解析 工具 相 联系 . 您 们 会 理解 , 正 
是 基于 这 种 情况 ， 我 们 将 在 函数 关系 的 意义 上 多 停留 一 下 并 
且 讨 论 与 之 相关 的 几 个 概念 和 表示 方法 . 

也 许 ， 最 好 是 放弃 引信 完整 的 系统 的 分 析 《〈 我 们 也 没有 
时 间 去 做 ), 而 直接 来 讲 一 些 来 自 对 函数 关系 的 理解 中 的 典型 
的 尖锐 冲突 更 好 一 些 ， 冲 帘 的 一 方 是 数学 家 ， 另 一 方 则 是 固 
有 传统 培养 出 来 的 人 ， 这 类 冲突 ， 我 们 这 些 综合 大 学 的 教授 
们 每 年 都 要 在 一 年 级 的 大 学 生 那 里 遇 到 ， 这 些 学 生 从 培养 他 
们 的 中 学 里 带 来 了 几 百 年 来 的 传统 和 习惯 . 

现在 我 们 来 讨论 一 个 函数 的 解析 表 未 ， 这 阔 数 的 几何 表 
示 我 们 已 在 图 11 中 给 出 . 对 照看 一 下 这 个 简单 的 图 形 , 我 们 
束 会 相信 ， 设 想 一 个 现实 的 量 y 按照 所 指明 的 规律 变化 ， 这 
个 想法 中 并 不 包 会 任何 不 能 
容许 的 东西 ， 对 此 结论 , 也 许 
工程 师 或 者 物理 学 家 甚至 比 
数学 家 更 加 深信 不 疑 . 

但 对 提出 的 问题 一 一 解 
杭 地 表示 出 已 知 函 数 -一 一 数 
学 家 马上 会 写 出 按 他 的 观点 
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叭 一 的 可 以 接受 的 解答 : 
本 | 一 0， 
1 tr (x 0), 
这 里 马上 就 产生 了 冲 罕 ， 工 程 师 〈 为 简便 起 见 我 们 凡 此 
称 那 些 拓 传统 的 代表 ,希望 在 座 的 工程 师 同 志 们 不 要 介意 ) 会 
立刻 抗 说 说 数学 家 “ 写 出 的 不 是 一 个 , 而 是 两 个 机 数 * 但 数 
学 家 回 管道 ，1)“ 写 出 昭 数 ”一 般 来 说 是 不 可 能 和 的， 能 写 出 
的 只 是 解析 表达 式 ; 2) 他 ， 数 学 家 ， 实 际 七 是 写 出 了 两 个 解 
村 表达 式 ， 而 准确 地 指明 对 未 知 量 x 的 哪些 值 该 采用 器 一 个 
表达 式 来 计算 相应 的 > 值 ;3) 根 据 已 采用 的 沙 数 关系 的 定义 ， 
给 出 了 (1) 式 恰好 是 定义 了 一 个 函数 ， 因 为 根据 此 式 对 x 的 
每 一 个 值 都 只 对 应 量 > 的 一 个 值 ，4) 最 后 ， 解 析 表 达 式 51) 
确切 地 表示 了 图 11 中 几何 上 给 当 的 负数 关系 , 因而 可 以 说 已 
先例 回应 了 所 提出 的 企 务 。 数 学 家 还 可 以 补充 说 (但 从 教学 
的 考虑 他 不 会 这 样 做 ) ; 如 果 一 定 要 强求 的 话 , 他 也 可 以 愉 用 
一 个 公式 来 表示 图 11 中 的 函数 ， 
y= 1— |zl, 《2) 
对 任何 xz 都 通 用， 其 所 以 不 这 样 做 仅仅 是 因为 表达 式 {1) 
实际 上 比 表达 式 (2) 更 为 方便 ,同时 从 原则 上 说 这 两 种 表示 方 
法 在 他 看 来 是 完全 等 同 的 .他 还 可 以 走 得 更 远 ， 并 昌 坚 持 按 
照 孙 数 关系 的 定义 ,请 如 下 面 的 式 子 
Ea 当 < 0， 


人 当 区 二 败 ， 


1] 十， 当 工 人 人 
也 芭 给 定 一 个 崔 一 的 画 数 的 局 样 有 价 蓝 的 方法 【者 12)， 
我 们 不 知道 ， 对 此 一 切 这 亿 工 程 师 会 如 笨 抗 这 ， 但 从 我 


《1 
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个 人 的 经 验 看 来 , 我 们 做 出 一 个 ? 
预测 ， 即 令 他 不 提出 任何 抗 说 ， 
他 也 会 不 满意 地 走 开 , 多 年 形成 
的 习惯 当然 不 可 能 通过 一 个 简 
单 的 讨论 而 得 以 消除 . 
另外 一 次 数学 家 谈 到 所 请 | 
Dirichlet 若 数 的 定义 ， 
有， 者 z 为 有 理 数 时 ， 
” ”lo， 车 zx 为 无 理 数 时 
工程 师 会 困 感 地 发 问 :“ 这 是 一 个 秆 么 样 的 函数 ? 赋 不 能 用 一 
个 公式 来 写 出 它 ,， 也 不 能 从 几何 上 画 出 来 1” 对 此 ， 数 学 家 器 
答 : 1) 在 范 数 关系 的 定义 中 没有 任何 一 个 字 恋 到 函数 的 解析 
表示 其 及 几何 图 示 ， 因 而 给 出 一 个 范 数 关系 并 不 取决 于 给 定 
这 个 关系 是 用 解析 法 或 是 用 几何 图 形 给 出 的 : 2) 所 述 的 
Birichiet 函数 的 定义 对 每 一 个 xz 的 值 都 对 应 唯一 的 y 值 因而 
是 无 可 争议 的 完满 的 定义 ; 3) 最 后 ，Dirichlet 函数 的 几何 表 
示 实 际 上 是 困难 的 ， 而 同时 用 一 个 公式 来 表示 它 却 是 十 分 简 
单 的 ， 为 此 只 要 用 f(x) 表示 它 就 行 了 . 
工程 师 开 始 时 还 平静 地 听 着 ， 接 着 便 引 发 了 不 可 避免 的 
愤怒 ， 于 是 发 生 了 如 下 的 对 话 : 
工程 师 ， 一 一 难道 这 也 是 一 一 公式? 
数学 家 : 一 您 把 什么 叫做 公式 呢 ? 
工程 师 ， 一 一 上 妥 ， 像 解析 表达 式 y = 二 x 一 x 或者» 一 
sin Xx, 但 y = f(x) 是 什么 样 的 公式 ? 
数学 家 : 一 一 很 好 . 这 就 是 说 ， 按 您 的 说 法 ， 记 号 一 
sitz 对 于 被 称 为 正弦 的 已 知 函数 是 解析 由 达 式 , 而 记号 y 一 
fr》 对 于 Dirichlet 画 数 而 言 不 也 是 一 种 解析 表达 式 吗 ? 如 
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此 不 同 地 对 待 符 号 sin 和 fA( ), 是 什么 样 的 原则 区 别 让 您 这 
样 极 更 ? 

工程 项 ， 一 一 得 每 一 个 有 头脑 的 人 都 知道 公式 y= sinz 
表示 什么 , 而 表达 式 yy 二 fx) 对 于 您 称 之 为 Dirichiet 网 数 
来 讨 ， 完 全 是 您 想 和 党 出 来 的 ， 并 且 几 乎 维 也 林 知道 它 表 示 什 
公 ， 

数学 家 : 一 一 这 里 春 米 我 们 同 你 们 兴 过 约定 ， 你 们 所 指 
的 区 别 〈 我 并 不 否认 有 些 区 别 ) ， 正 如 你 们 已 经 了 解 的 那样 ， 
并 不 是 原则 性 的 ， 而 只 有 具有 历史 的 特性 ， 因 为 当 最 初 用 sin x 
来 表示 函数 的 时 候 ， 对 此 阔 数 还 没有 任何 通用 的 记号 ， 那 时 
对 于 冰 数 ?一 sin zx 正 划 现在 对 于 Dirichlet 函数 vy = 二 f(r) 一 
样 ; 你 难道 可 以 说 那 时 函数 y = sinz 是 无 法 作出 解析 表达 式 
的 , 硒 后 来 和 畦 别 是 当 引 进 了 所 建议 的 记号 并 得 以 通用 之 后 ,这 
果 数 又 是 可 以 解 本 表达 的 了 ? 而 如 果 我 今天 建议 用 y = f(x) 
来 表示 Dirichiet 函数 ， 过 些 年 后 又 为 整个 科学 界 所 接受 的 
话 , 那 时 难道 你 会 这 样 说 , 它 是 一 个 用 解析 法 表达 的 公式 , 而 
Dirichlet 函数 本 身 是 可 以 解析 表示 的 ?你 们 当然 明白 ;这 种 对 
解 矶 表示 的 理解 只 是 -~- 种 歇 毛 求 疲 的 态 庆 ， 而 不 具有 任何 一 
尽数 学 价值 ， 如 果 抛 弃 这 种 理解 ， 你 们 就 不 会 不 明白 符号 
了 ( 和 符 导 sin 一 样 ， 原 则 上 是 有 同样 价值 的 ， 在 这 种 程度 
上 ,也 就 是 在 这 种 意义 上 Dirichlet 葬 数 也 可 以 解析 表示 ， 和 
正弦 各 余弦 函数 一 样 ， 对 于 这 个 或 那个 函数 是 否 可 以 解析 于 
示 的 讨论 ， 一般 说 来 ， 在 任何 情况 下 都 应 当 被 认为 是 毫 无 意 
疼 的 ， 因 为 我 们 可 以 用 任何 符号 来 表示 这 个 函数 ， 并 旦 有 充 
分 的 理由 认为 这 个 表示 就 是 它 的 解析 表示 . 最 后 ， 我 可 以 告 
诉 您 们 ,Diriehlet 函数 也 可 以 用 您 们 熟悉 的 符号 表示 出 来 ,但 
我 们 几乎 从 来 也 不 使 用 这 个 表达 式 ， 因 为 它 极其 复杂 ，、 并 且 
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没有 给 出 认识 此 函数 的 任何 性 质 的 可 能 ， 而 我 们 已 经 给 出 的 

非 公式 化 的 定义 则 一 目 了 然 地 指明 了 它 的 所 有 这 些 性 质 ， 我 

们 一 般 并 不 迷信 和 解析 表达 式 ， 我 们 只 在 当 它 们 能 帮助 我 们 研 

究 已 知 函 数 关 系 时 才 乐 意 使 用 它们 ， 而 当 没 有 它们 研究 也 能 

照样 进行 时 ， 如 同 这 里 我 们 刚刚 研究 过 的 情形 一 样 ， 则 我 们 
将 毫 不 可 异地 抛弃 它们 ， 好 像 一 件 没 有 用 的 工具 一 样 . 

最 后 ， 我 们 应 当 认 为 讨论 到 此 结束 了 ， 因 为 我 们 看 不 到 

我 们 的 工程 师 会 怎样 抗议 ， 另 一 方面 我 们 的 数学 家 已 如 此 清 

晰 地 描述 了 现代 数学 科学 关于 函数 与 其 解析 表达 式 之 间 的 关 
| 系 ， 对 于 您 们 ， 鳍 论 是 如 此 明显 ， 再 不 需要 任何 说 明了 ， 

有 西数 的 定义 域内 有 有 一 个 与 前 面 紧密 相关 的 问题 还 乾 

稍微 说 一 下 . 要 使 我 们 能 认为 函数 y 二 f(x) 是 给 定 的 , 毫 无 

例外 地 对 量 x 的 所 有 值 都 能 确定 出 y 的 值 并 不 总 是 必要 的 . 

常常 是 只 有 >z 的 所 有 值 的 集合 中 的 这 一 段 或 那 一 段 才 是 多 

少 有 些 现实 意义 的 ， 所 以 ， 在 这 个 区 问 段 之 外 来 定义 函数 

f(zx) 是 毫 汛 目的 的 , 有 时 甚至 是 荒唐 的 . 这 里 限制 所 人 研究 的 

量 * 的 值 的 集合 的 理由 是 各 种 各 样 的 ， 有 纯粹 逻辑 上 的 ， 志 

有 更 为 现实 的 ， 在 第 一 讲 中 我 们 已 经 多 多 少 少 地 谈 到 过 ， 例 

恕 : 我 们 要 是 定义 f(z) 为 内 接 于 半径 为 1 的 圆 的 正 xz 边 形 的 

周 长 ， 则 显然 按 这 样 的 条 件 它 对 任何 整数 3 有 定义 , 且 

仅仅 对 这 种 xz 有 和 是 关 ， 此 时 我 们 说 y 了 = (x) 为 x 的 定 闵 于 

zx 详 3 的 整数 的 集合 上 的 函数 ， 当然 ， 从 形式 上 看 , 什么 也 不 

妨碍 我 们 对 的 其 余 的 值 , 以 任何 方式 定义 函数 F(x), 但 若 

无 必要 , 我 们 是 不 会 去 做 这 件 事 的 , 而 不 去 理会 函数 rr) 在 

上 面 提 到 的 集合 之 外 怎么 也 没有 定义 的 问题 , 男 一 个 例子 是 ， 

如 果 在 已 知 的 物理 研究 中 x 表示 的 是 某 物体 的 温度 (摄氏 温 

度 ), 则 多 半 可 能 是 , 对 小 于 一 273 的 x 来 定义 函数 f(x) 是 误 


一 -本 一 
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无 意义 、 毫 无 用 处 的 . 

这 就 是 次 ,要 求 每 一 个 图 数 > 一 扩 x) 对 量 的 所 有 的 值 
都 有 定义 是 不 恰当 地 ， 因 为 若 坚 持 强求 的 话 ， 则 我 们 在 一 切 
实际 问题 中 就 必须 以 随心 所 欲 的 、 人 为 的 种 完全 不 必要 的 方 
式 来 扩大 四 变量 什 的 自然 领域 ， 而 仅 在 这 些 领域 内 来 研究 已 
知 晒 数 才 有 意义 这 就 需要 我 们 对 函数 关系 的 定义 本 身 作 必 
要 的 明确 化 ， 

我 们 约定 这 样 说 ， Oe ee 


昌 由 由 和 二 下 和 


音 时 时 虽 中 刘 


， 二 关系 的 这 个 定义 着 - ee 
它 马 上 就 解决 了 所 有 的 困惑 并 且 和 使 得 我 们 在 研究 每 一 
eg 本 
函数 y 的 自然 的 “定义 域 "， 它 规定 了 这 一 项 研究 的 日 标 . 
范 数 的 定义 域 的 选择 ， 我 们 知道 ， 可 能 是 受 纯粹 数学 的 
支配 ， 也 可 能 是 受 现实 的 ， 例 如 物理 的 考虑 所 支配 ， 这 里 必 
须 的 只 是 提醒 您 们 一 个 写法 上 的 模糊 之 处 ， 遗 憾 的 是 ， 这 是 
经 常 要 砸 到 的 ， 并 且 是 主要 来 自 于 残存 的 传统 ， 即 对 函数 和 
它 的 解析 表达 式 不 加 区 别 ， 函 数 的 定义 域 时 时 被 当 作 就 是 使 
得 这 样 或 那样 的 解析 表达 式 有 意义 的 区 域 ， 例 如 说 “函数 
\ 并 二 三 的 定义 域 是 区 间 [ 一 1,11” 或 者 “函数 lgx 的 定义 域 
是 半 直 线 x > 0”， 当然， 这 里 实际 上 说 的 并 不 是 某 一 个 函数 
的 定义 域 , 而 是 所 给 的 解析 表达 式 有 意义 的 区 域 . 这 样 一 来 ， 
很 可 能 会 有 这 样 的 情形 (数学 上 有 大 量 的 这 类 例子 ); 我 们 有 
一 个 定义 于 区 间 [0,2] 上 ， 并 且 我 们 实际 上 对 它 在 整个 区 间 
上 邦 有 兴趣 的 咀 数 y 一 f(r), 面 当 0 过 工 雪上 时 ， 
y= V1 7 
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从 中 我 们 无 论 怎样 也 不 能 作出 结论 ， 即 区 间 [1,2] 在 已 知 藻 
数 的 定义 域 之 外 因而 我 们 不 应 对 它 感 兴趣 ， 恰 好 相反 ， 我 们 
将 在 区 间 1 ,2?] 上 去 寻找 此 函数 的 另外 的 解析 表达 式 〈 当 然 
要 根据 它 的 定义 ). 而 如 困 我 们 找 不 到 的 话 , 则 在 这 个 区 各 上 
研究 它 ， 我 们 就 要 用 另外 的 ， 非 解析 的 表示 法 了 . 

每 一 个 天 数 的 定义 域 的 选 乍 都 要 么 根据 纯粹 数学 的 型 
昌 ， 要 么 根据 现实 的 原因 .但 在 任何 情况 下 这 些 理由 都 应 来 
自 事情 的 本 质 ， 而 不 应 按照 某 个 特定 的 解析 工具 的 纯粹 形式 

过 禁 性 . 着手 赋 究 函 数 关系 时 ， 我 们 当然 必须 首先 要 
借助 于 合理 的 分 类 把 某 种 秩序 带 入 我 们 面前 的 多 彩 的 扩 界 . 
第 一 个 分 类 和 安排 的 原则 通常 是 {也 是 有 充分 理由 的 ) 把 所 
有 的 函 数 划分 为 连续 的 和 问 断 的 ， 并 生 数 学 分 析 实 际 上 几乎 
都 是 关于 连续 晃 数 的 ， 耐 只 在 比较 少 有 的 情况 才 来 研究 最 简 
日 的 间 肠 消 数 ， 连 续 晤 数 具有 一 系列 特别 的 性 质 ， 而 间断 铺 
数 一 般 说 来 是 不 具备 这 些 性 质 的 ; 正 由 于 这 些 性 质 ， 连 续 函 
数 的 研 窒 与 应 用 变 得 轻松 了， 因而 研究 这 些 性 质 对 于 分 析 来 
说 就 战 为 特别 重要 的 任务 了 . 

我 们 说 是 数 y 一 1x) 当 工 一 4 时 (或 者 说 在 点 a) 连续 ， 


二 和 检 由 曙 


车 lim f(x) = flay. 或 者 按照 极限 概念 的 定义 ， 它 等 价 于 ， 


震 对 于 北 fla) 的 任何 邻 域 了， 都 找 得 到 数 。 的 这 样 一 个 邻 域 
六 恒 得 对 任何 zE 世 ,都 有 六 xz) 和 了. 也 就 是 说 ,对 于 国 数 
在 点 a 处 的 连续 性 ,首先 要 求 极 限 lim 了 f(T) 存在， 其 次 要 求 
文 个 级 限 与 图 数 在 rz=a 处 所 取 的 值 要 相同 . 不 言 而 喻 , 第 二 
条 不 能 从 第 一 条 推 得 ， 如 蚊 数 

32， 当 工 站， 


Fry 一 (3) 
i'm 当 工 二 0， 
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妓 是 一 个 例子 . 

关于 这 个 定义 应 当 首先 指出 ， 应 当 把 它 理 解 为 函数 的 局 
部 的 性 质 ， 即 是 这 样 一 种 性 质 ， 使 函数 在 一 个 点 可 以 具有 而 
在 男 一 点 可 以 不 具有 的 性 质 ， 于 是 ， 阔 数 (3) 当 z = 0 时 间 
岂 (中 不 连 闭 ), 而 在 另外 的 任何 x 值 处 却 连续 ， 这 是 一 个 很 
重要 的 情况 ， 尾 何 时 候 也 不 应 当 忘 记 . 

其 次 ,我 们 称 函 数 在 一 给 定 的 区 则 [a, 6] 上 连续 ， 如 果 
在 此 区 间 的 每 一 点 上 这 函数 依 前 述 意 义 都 连续 的 话 ， 这 里 在 
点 ea 处 只 要 求 其 从 右边 的 连续 性 , 即 lm f(x) 一 了 (4), 而 在 
点 处 则 只 要 求 其 从 左边 的 连续 性, 它 也 由 类 似 的 等 式 确定 ， 
您 们 自己 可 以 写 出 来 (如 果 是 开 区 间 (a,8), 则 当然 在 点 a a 
点 5 处 对 函数 什么 也 不 要 求 ). 顺便 指出 , 数学 家 们 早已 采用 
了 很 方便 的 记号 : 

am 2) 一 fa 十 站)， lim f(z) = fa Od, 
信 典 于 紫 , 肾 数 产 xz) 在 点 a 处 的 连续 性 的 定义 可 以 写成 十 分 
简单 的 式 子 ， 

fa 0 = fa 0) = fla), 

这 个 表示 不 会 导致 任何 误解 ,只 要 把 fla 十 0) ,fla 一 0) 理 
解 为 不 是 范 数 fx) 在 某 些 点 的 值 ， 而 只 是 函数 值 在 且 x 的 
荣 个 确定 的 变化 中 的 极限 就 行 了 . 

有 芥 了 到 数 . 现在 我 们 应 当 来 熟悉 基数 的 另外 的 性 质 , 它 
和 连 综 性 相反 ， 不 是 局 部 的 ， 而 是 整体 的 性 质 ， 即 不 需 对 自 
变量 的 个 别 值 (个 痹 点 ) 预先 定 尽 好， 即 可 对 自 变 量 值 的 任 
一 个 集合 整体 米 定义 的 性 质 . 

晴 数 y 一 f(x) 称 为 在 集合 M 上 是 有 界 的 ， 如 果 此 函数 


名 唱和 


在 此 集合 + 上 所 取 的 所 有 值 都 局 于 某 个 区 各 ， 很 显然 ， 对 此 我 
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们 可 以 代 之 以 玩 明 白 的 完全 等 价 的 要 求 ， 存 在 着 这 样 一 个 正 
数 c， 使 得 对 任何 x EM, 都 有 Ice 更 详细 一 点 ,我 
们 可 惧 称 函数 y 为 在 内 上 上 (下 ) 有 界 的 , 如 果 存 在 着 这 样 
网 狗 ce， 使 得 对 任何 x EM 都 有 fx) 之 oc (f(x) > c), 有 
界 的 尔 数 很 显然 应 当 婚 是 上 有 界 的 ， 也 是 下 有 界 的 . 

有 寞 性 不 像 靖 数 在 区 问 上 的 连续 性 夺 样 ， 邑 不 需 对 下 区 
则 上 的 每 一 点 者 要 满足 基 个 给 定 的 条 件 ， 在 有 界 性 定义 中 说 
到 的 数 c 是 同 整个 集合 M 一 起 选 定 的 . 在 此 集合 的 每 一 个 个 
别 移 点 上 ,只 要 咀 数 在 这 一 点 上 有 定义 的 话 , 这样 的 数 c 总 是 
存在 的 ， 这 一 点 是 平凡 不 是 道 的 ， 刚 如 对 点 x 只 要 设 一 
ICz 十 1 即 可 . 查 在 此 区 癌 上 每 一 点 处 都 有 定 区 的 函数 却 
可 能 在 此 区 间 上 是 无 界 的 .为 确信 这 一 点 ， 只 要 注意 当 二 -> 


六 一 0 时 tanz 汛 限 增加 ， 因 曾 组 数 


全 《ss T < 
PF 二 


由 (rr 一 


在 区 间 [0, 二 ] 上 无 界 


但 是 局 许多 整体 性 质 一 样 ， 对 函数 在 已 知 区 间 上 的 有 界 
性 也 可 以 找 出 这 样 一 个 局 部 性 质 ， 考 它 在 已 知 区 间 上 的 每 一 
惑 处 上 成立 ， 则 所 研究 的 整体 性 质 成 立 ， 我们 约定 称 函 数 y 为 
在 点 处 有 界 ,如 果 它 在 点 z 的 某 个 邻 域 这 上 有 界 ( 广 意 . 这 
里 的 局 部 性 质 是 由 前 面 的 整体 性 的 定义 来 确定 的 ， 连 续 性 时 
则 依次 恰恰 相反 ). 我 们 现在 可 以 断言 ; 要 使 图 数 ,一 六 rz) 在 
半生 HE 水生 


第 本 


和 学 昌 响 
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需 广 明 . 为 证 其 充分 性 ， 我 们 假设 区 疗 ja] 的 每 一 个 数 > 
都 合 在 一 个 邻 域 U, 中 ， 而 函数 y 在 其 上 有 界 ， 利 用 Heine- 
Bore] 引 理 ， 我 们 可 以 找到 区 闻 [a ,的 的 一 个 有 限 的 开 覆 闭 
A 在 其 中 的 每 一 个 上 面 交 数 有 界 . 茧 在 区 间 包 
二],20.0r oR) 上 |y| 过 ci, 令 c 是 数 c sco cs 中 的 最 太 的 ， 
则 jy1 之 < 对 任何 x EE [Le 都 成 这 ,于 是 我 们 的 命题 得 证 . 

我 们 约定 称 数 集 N 为 有 界 集 , 如 果 其 中 的 所 有 数 都 含 于 
某 个 区 间 的 话 。 很 星 然 ， 阔 数 y 一 了 (z) 在 集 村 上 的 有 界 福 
就 等 价 于 当 + 上 值 * 跑 遍 ” 集 舍 好 (5( 即 取 尽 一 切 训 能 的 属于 此 集 
会 的 值 ) 时 该 晒 数 所 取 的 值 的 集合 六 的 有 界 性 . “集合 NN 上 
有 界 (或 右 有 界 )} ”以 及 “和 集合 NN 下 有 界 (或 左 有 界 )” 的 合 
也 斌 不 训 而 喻 了 . 

我 们 约定 称 数 8 为 集合 N 的 .上 确 界 ， 如 果 

1) 集合 N 不 包含 大 于 8 的 数 ， 

2) 在 数 8 的 任何 邻 域内 胡可 以 找到 属于 此 集合 的 数 . 

类 似 地 ， 我 们 称 这 样 的 数 a 为 集合 入 的 下 确 界 ， 

1) 在 集合 入 中 没有 比 a 还 小 的 数 ; 

2) 在 数 e 的 性 何 邻 域内 都 可 以 找到 属于 集合 和 N 的 数 . 
很 显然 ,有 上 (下 ) 确 界 的 集合 必 是 界 于 上 (下 的 局 . 在 分 析 中 
有 着 相当 大 的 作用 的 是 其 逆 命 题 ， 

定理 ， 任何 界 于 上 (下 ?的 数 集 区 有 唯一 的 上 (下 )] 确 界 . 

特别 地 ， 任 何 有 界 集 都 是 既 有 .上 确 界 ， 也 有 下 确 界 的 . 

证 有 明 . ”我们 把 所 有 的 实数 依照 下 述 原则 分 成 4 和 召 两 


DD 详 者 注 . 集合 NN 界 于 上 (下 }, 即 指 必 大 一 -个 数 c 存在 使 入 中 全 
何 数 xz 都 适合 立志 5 tr 实 c) 称 为 N 的 下 (下 ) 界 , 如 有 果 VNW 同时 有 上 
下 漠 ， 划 称 为 有 界 . 注意 上 (不 确 界 是 唯一 的 . 
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类 ;和 4, 若 z 的 右边 有 人 有 一 个 属于 集合 六 的 点 ; 反之， 
则 = 拟 吾 . 你 们 自己 不 玲 证 明 , 这 个 分 划 是 一 个 分 割 . 个 e 是 
这 个 分 割 的 界 点 ， 我 们 瑟 江 明 a 是 集合 六 的 上 确 界 . 

我 们 首先 来 证 明 ea 的 右边 不 会 再 有 集合 六 的 点 .实际 
上 ,车 有 BEN 且 8>a, 则 令 y 一 六 (Ca 十 BP), 我 们 就 得 到 
a 之 7 之 8 从 7 守 a 得 出 YE B, 而 从 B 守 7Y 及 8EN 得 出 
7 万 有 如, 世 就 是 说 ,我 们 得 到 了 逆 盾 ， 

其 次 , 令 口 二 (ova) (a 芝 g 之 a) 为 点 a 的 任意 的 邻 域 

很 显然 , mm E A, a; EB. 由 前 一 个 关系 知 w 的 右边 有 
集合 入 的 点 , 市 由 第 二 个 关系 则 a 的 右边 没有 这 样 的 点 . 这 
碱 是 场 这样 的 点 在 区 间 (aiyez) 之 内， 这 也 即 是 说 ， 孝 <“ 具有 
上 确 界 的 两 个 性 质 ， 其 存在 性 因而 得 证 . 

这 个 确 界 是 唯一 的 ， 实 际 上 ， 如 果 集 合 N 有 两 个 上 确 界 
和 之 庆 ), 则 我 们 蕊 上 就 得 出 章 盾 : 注意 到 一 方面 集 
合 NN 不 可 能 包 售 污 户 的 数 (因为 8 为 其 上 确 界 }， 而 男 一 方 
围 ， 它 又 应 当 包 含 这 样 的 数 ， 因 为 它 应 当 包 售 数 序 的 任意 小 
的 邻 域 中 的 数 . 很 最 然 ， 对 下 确 界 的 情形 定理 的 证 明 完 全 类 
位 ， 

直观 上 我 们 应 当 把 己 知 有 界 集 的 确 办 看 成 是 包含 了 此 集 
合 的 所 有 的 数 的 那个 最 小 的 区 闻 的 端点 ， 很 明显 地 ， 我 们 可 
以 把 上 确 加 和 罕 习 为 下 述 的 数 c 中 的 最 小 的 一 个 ， 对 任何 EE 
N 祁 度 满足 不 等 式 了 所 <c， 并 且 对 下 确 界 也 可 以 有 类 似 的 定 
必 几 . 

很 重要 的 一 点 要 看 到 ; 已 给 的 有 和 界 集合 六 的 每 一 个 确 界 


加 评 者 注 . 这 里 的 c 通常 称 为 上 界 ， 所 以 可 以 说 上 消 界 就 是 最 小 
上 上 项 ， 对 下 界 有 类 似 的 结论 . 
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可 以 篇 于 ， 也 可 以 不 属于 此 集合 ， 例 如 ， 闭 区 间 就 包含 自己 
的 确 界 ， 而 开 区 间 则 不 包含 ， 形 如 二 的 数 集 (其 中 是 自然 


数 ) 就 包含 其 上 确 界 ( 数 1}， 但 不 包含 其 下 确 界 ( 数 人 0). 
如 采 陋 数 y = f(z) 在 集合 村 上 有 界 ， 则 奸 我 们 已 经 指 
出 过 的 , 它 在 此 集合 上 所 取 的 值 的 集合 NN 有 界 , 因而 据 已 证 
明了 的 定理 , 应 有 上 确 界 和 下 确 界 . 集合 六 的 这 些 确 界 我 们 
0 在 集合 M 上 的 确 界 . 世 即 是 说 ， es 


学 本 二 和 和 证 学 和 


oe 不 部 市 能 息 记 各 高 逆 拘 如 个 入 此 时 
它 是 函数 在 此 集合 上 的 最 大 值 或 最 小 值 ， 但 也 可 能 有 这 样 的 
情形 ， 这 个 或 那个 确 界 完全 不 属于 函数 在 已 知 集合 上 的 值 的 
集合 ， 此 时 出 数 在 此 集合 上 一 般 没 有 最 大 (或 最 小 ) 值 . 创 
如 : 明 数 
yo wx C4) 
很 显然 在 区 间 [0,11 上 有 确 界 0 和 1. 下 确 界 是 该 咬 数 的 值 
(最 小 值 ){ 当 工 二 0 及 xz 二 1 时) ,上 确 界 一 一 数 1 却 未 是 沙 
数 的 值 . 国 数 在 区 癌 吕 ,1 上 没有 最 大 值 部 


他 译 者 注 ， 如 果 N 不 是 界 于 上 (下 ) 的 ,通常 我 们 说 严 久 十 皮 
(一 c) 为 上 (下 } 确 异 ,其 实 这 时 关于 确 界 的 两 个 性 质 仍 成 立 ， 

1 NN 中 没有 比 十 oof 一 00) 更 大 (小 ) 的 数 ; 实际 上 , 数 当 然 不 会 大 
《小 于 二 eef 一 o0); 

2) 十 oo( 一 00) 的 叙 域 即 化 某 数 邓 更 大 (小 ) 的 数 的 集合 。 所 以 在 
性 本 邻 域 中 都 及 中 的 数 ， 就 意味 着 对 任意 对 都 有 xzEN 梧 x 半 计 
(< 到 1)， 但 这 就 是 说 六 是 上 (下 ) 万 无 界 的 . 有 时 我 们 也 说 在 这 种 傅 
议 下 , 六 的 上 (下 ) 界 是 十 eof 一 ce)， 但 要 注意 ,下 而 的 连续 陋 球 有 界 
庭 是 理 ( 定 理 1) 中 的 上 (下 } 界 都 是 指 的 有 限 数 ， 
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达 约 吓 数 的 基本 性质 ， 现在 我 们 来 建立 连续 男 数 的 4 
个 极为 重要 的 性 质 . 

引 理 . 加 果 函数 yy 二 tx) 在 点 a 处 连续 并 且 若 
fla) 之 5， 则 疮 在 着 点 a 的 这 样 的 一 个 邻 域 U, 使 得 对 任何 + 
EU, 都 及 (7) < 

这 差不多 是 一 散在 一 点 网 连续 性 的 定义 本 映 的 一 个 不 足 
道 的 推论 .实际 上 ， 如 果 如 此 选择 数 和 8， 使 得 x < f(a) 
<<2<e 则 由 定义 , 数 e 有 某 邻 域 使 其 中 的 任何 x 都 有 

aa< fr) Bh. 
即 为 所 求 . 

不 育 而 喻 ， 引 理 的 表述 中 以 > 号 代替 过 号 ， 引 理 仍然 成 

A 
定理 1. 在 闭 区 间 [a,8] 上 连续 的 函 教 y 一 Cr) 发 在 
上 比 肛 间 上 有 界 . 

证 明 时 注意 到 在 区 间 [Lao 上 连续 的 画 数 y 在 此 区 间 的 
每 一 点 钼 连续 ， 令 4 是 区 间 [a ,5 上 的 任 一 点 ， 由 连续 性 的 定 
义 本 身 , 存在 着 数 4 的 这 样 的 邻 域 U, 使 得 对 任何 x EU, 都 
有 

FA 1 f+1， 
但 这 就 表明 ,; 婧 数 /(zx) 在 邻 域 UU 上 有 界 ( 共 所 有 值 均 包 含 于 
某 个 区 间 内 ), 这 就 表明 它 在 点 4 处 有 和 界 《因为 在 一 点 处 的 有 
界 牲 我 们 已 经 定义 为 在 此 点 的 某 个 邻 成 上 的 有 界 性 ), 在 闭 区 
闻 Le ,下 的 住 何 一 点 都 有 界 的 晴 数 y， 正 如 我 们 上 次 所 看 到 
的 那样 ， 应 当 是 在 整个 区 间 上 有 界 的 ， 

定理 323， 在 所 区 间 [a,5] 上 连续 的 函 灼 y= 二 f(r) 在 区 
间 上 有 最 大 值 和 最 小 值 . 

证 朋 . 根据 定理 11， 函数;y 在 区 间 [a,5] 上 有 界 ， 这 
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就 意味 车 在 其 上 有 下 确 界 ' 和 上 确 界 9， 只 需 证 明 这 些 确 界 
也 是 贸 数 y 的 值 就行 了 ， 作 为 例子 ， 我 们 证 明 上 确 界 及 

如 果 8 不 是 函数 yy 在 区 间 [Co ,5 上 的 值 ， 则 这 就 表明 对 
此 区 间 的 所 有 的 x 有 了 (xz) 三 总 设 B 是 介 于 x) 与 8 之 辐 
的 任意 一 个 数 , 因而 有 有 fr) 之 记过 BB. 根据 我 们 的 引 理 ， 应 
有 包含 点 x 的 邻 域 U， 对 于 任何 x EU, 应 有 Fr < 
对 区 同 [a, 磋 圭 的 所 有 的 点 工作 出 的 邻 战 组 U, 落 盖 了 了 此 区 
问 、 因 而 依据 Heine-Borel 定理 ,其 中 有 有 限 个 开 邻 城 U，， 
也 覆盖 了 区 间 [a 人 但 对 区 阅 已 的 任意 的 数 
f 部 有 六 2 二 有 ,以 六 来 表示 数 户 ,8 98. 中 的 最 太 
的 一 个 ，、 则 我 们 看 到 ,对 任何 x E [a,51 都 有 

a 

促 此 8 不 可 能 是 晃 数 了 (x) 在 区 间 fa ,bj 上 的 上 确 界 ， 所 得 之 
并 盾 也 屋 证 骨 了 完 娃 ， 

前 面 ( 参 看 (41} 我 们 看 到 过 在 已 知 闭 区 闻 上 没有 最 太 值 
的 有 噶 隧 数 和 的 例子 , 现在 我 们 知道 , 这 只 对 间断 沙 数 才 证 能 . 
实 昧 上 ， 岁 数 (4) 在 z 二 1 处 间 周 |， 

囊 要 的 是 还 要 强调 : 定理 2 仅 对 闭 区 间 的 情形 成 立 . 因 
汶 攻 至 最 简单 的 明 数 如 yy 一 工 及 y 二 x:， 在 开 区 间 上 就 没有 
最 大 值 和 最 小 值 . 

定理 3 若 玉 数 f(r) 在 闭 区 间 [a,51 上 连续 ， 且 车 
a) 之 上 之 fID) 并 者 fa) 祈 pz 计 (和)， 则 在 人 区间 [a,b1 上 
可 淤 找到 至 消 一 个 数 c，, 使 得 Fe) = 尺 

简单 地 说 ， 连 续 冰 数 在 其 任何 两 个 值 之 间 应 当 是 必须 经 
过 所 有 的 中 间 值 ， 当 然 ， 一般 说 来 ， 间 断 阔 数 不 且 有 这 个 性 
质 , 4 Dirichlet 函数 在 任何 区 间 土 者 取 值 0 和 1, 但 任何 地 方 

也 赴 会 束 0，1 之 间 的 性 何 一 个 中 间 值 . 对 函数 (4) 我 们 有 
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7 人) 一 2 f(1) = 0, 

但 对 区 间 (- ,1) 上 的 任何 z+，f (zx) 都 不 取 中 间 估 二. 

定理 3 的 证 有 明 ， 首先 设 记 一 0, fla) 之 0, A) 放 90, 要 
求证 朋 关 (x}) 在 区 间 [a ,5 的 某 个 内 点 好 变 为 零 . 我 们 假设 不 
是 这 样 、 则 我 们 把 区 间 fa ,bj 两 等 分 . 很 显然 ， 在 其 中 的 一 
半 上 函数 /zxz) 在 其 端点 处 有 不 同 的 符号 , 于 是 我 们 将 这 一 半 
再 等 分 , 又 选取 同样 的 一 半 , 使 得 六 xz) 在 其 端点 处 取 不 则 的 
符号 , …… 这 样 一 来 , 我 们 就 得 到 一 个 收缩 的 区 间 套 . 设 z 为 
其 公共 点 ,依照 假设 fca) 关 90, 但 若 Fo) > 0, 风 恢 本 节 开 
始 处 的 引 理 就 有 ,点 2 的 某 个 邻 域 U 中 的 所 有 的 x 都 有 
fz) 六 0. 这 征 让 可 能 的 ,因为 芝 和 包含 了 上 述 的 收缩 区 间 套 
中 的 无 限 多 个 区 闻 , 而 在 其 每 一 个 区 间 的 端点 姓 (x) 都 取 不 
辣 的 符号 . 同样 的 方法 可 以 证 明 .Fe < 0 也 是 不 可 能 的 . 所 
得 到 的 六 盾 也 就 证 明了 我 们 的 命题 , 

最 后 , 车 疡 了 关 0 则 我 们 只 要 对 跟 数 Arz) 一 产 应 用 我 们 
网 出 得 到 的 结果 ， 就 可 证 明定 理 3 成 立 , 了 

在 描述 连续 函数 的 第 四 个 性 质 之 前 ， 我 们 需要 引信 一 个 
对 研究 这 类 函数 有 着 极为 重要 价值 的 新 概念 . 你 们 当然 记得 ， 
连续 性 是 甬 数 的 局 部 性 质 ， 尽 管 我 们 说 “在 已 乞 区 隔 上 连续 
的 消 数 ”, 这 个 情况 一 点 也 没有 改变 .多 为 在 区 间 上 的 连续 狂 
就 只 意味 着 在 区 则 上 的 每 一 点 处 的 连续 性 ， 而 诀 不 多 意 昧 任 
何 东 西 ， 因 而 不 会 在 任何 程度 上 改变 此 概念 的 局 部 性 质 ， 但 . 


详 痢 注 . 这 个 定理 时 常 表述 如 下 : 设 村 Ym 个别 是 rz) 在 [a， 
请 上 的 最 大 和 最 小 值 . 刘 对 和 村 一 个 j; 由 去 只 扫 导 ,一 定 能 找到 > 退 
f(r) = ki 
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是 ,可 以 用 另外 的 方 开 表 述 果 数 和 柱 已 知 区 间 土 连续 这 个 想法 ， 

而 且 使 之 具有 整体 的 特征 、 即 不 是 直接 地 从 某 些 局 部 性 质 出 

发 ， 而 是 在 整个 区 间 上 措 述 应 数 的 特征 . 
ec - fz) 在 区 癌 [2， bp] 上 为 一 致 连 缘 


学 里 时 二 党 昌 
昌 加 和 烛 和 昌 军 昌 和 恒 业 


和 


相距 小 于 的 数 工 和 zz;， 都 在 
(Fer) ~ fer) | < a, © 
你们 看 得 出 来 ， 这 个 定义 不 是 对 任何 个 别 点 的 ， 而 是 力 
求 撞 述 天 煞 在 整个 区 间 [a ,Hj 之 上 的 特征 的 .也 就 是 说 ， 在 
彼此 充分 接近 的 酚 点 处 ,其 国 数 值 也 应 该 是 可 以 任意 接近 的 . 
要 明白 为 什么 这 类 连续 性 被 称 为 是 一致 的 ”, 其 所 有 的 独特 
之 寻 正 在 于 ， 这 里 要 求 和 的 是 对 已 知 区 间 上 任何 位 置 上 喇 数 性 
质 上 的 某 种 一 至 性 ， 点 xi 和 rs 可 以 选 自 区 朵 ia: 门 上 的 无 
沦 什 么 地 方 ， 只 要 它们 彼此 之 癌 的 距离 小 于 数 人 
完全 遇 站 的 是 ， 在 区 间 fa ,0 上 一 致 连续 的 函数 ， 必 然 
和 在 此 区 个 的 每 一 点 处 连续 (从 而 在 整个 区 间 上 连续 y》， 因 为 由 
一致 连续 性 , 从 | 一 2| 之 可 人 以 推 坦 | 了 tr) 一 fie)| <e， 
则 对 数 f(a) 的 任何 邻 域 V;Cfia) 一 ,f(a) 十 s) ,都 可 以 找 
到 数 a 的 这 样 的 邻 域 品 ;a 一 8,a 二 8) 后 得 当 x EU 就 能 
推 得 f(z) EY. 而 这 册 表 阴 函 数 f(x} 当 y = a 时 连续 ， 特 
别 重 要 的 是 : 送 命 上 题 也 成 立即 从 应 数 y 在 (了 闲 ) 区 间 [a ,51 
主 欧 任何 一 点 的 连续 性 可 推 得 其 在 此 区 间 上 的 一 致 连续 性 . 


一 


w 详 者 注 ， 即 对 任意 : 半 0 必 可 找到 正 数 5, 司 当 1z 一 zz) < 之 诊 
时 | 一 了 (ra) 之 5, 全 只 县 快 于 s， 而 通用 玫 区 疝 fia, 旨 上 任意 两 
点 ,Xot 只 要 i es Ta | < 人) 因此 是 不 恢 赖 于 4 的 . 
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函 。 数 br 


也 就 是 说 ， 一 致 连续 性 的 需求 并 没有 把 连续 函数 的 类 缩小 
《只 要 谈 到 的 是 闭 区 间 )， 

定理 4， 在 闭 区 间 [a,b] 上 的 条 一 点 处 都 连续 的 函 喜 
yy 二 fx) 在 雍 区 间 上 一 致 过 续 ， 

对 于 开 区 间 定 理 不 成 立 ， 秽 如 ， 函 数 y = sin 二 很 显然 
地 在 开 区 间 上 49,17 工 的 每 一 点 处 都 连续 但 在 此 区 间 上 不 一 
致 连续 . 因为 无 论 3 > 0 如 和 何 小 .总 可 以 (在 靠近 零 处 ) 找到 
被 此 距离 小 于 4 的 两 个 点 ， 但 在 其 上 函数 值 的 差 却 大 于 1. 

定理 4 的 证 明 . ” 设 函 数 y 在 区 间 [a,s] 上 的 每 一 点 处 
都 连续 ， 则 对 此 区 间 的 任 柯 一 点 z 都 可 以 找到 这 样 的 数 
他 ， > 0， 使 得 知 | 到 到 3 属于 区 间 (x Dra 十 六 ,) 上 时间 夫 

[Cr ra < s, 

这 是 因为 

fir — /fra Efer Fert f(r), 
当 吕 充分 小 时 ， 订 以 使 

en = 0 
所 以 有 [Fo 一 了 re) < e， 我 们 以 如 来 表示 区 间 (x 一 


了 5 六 9.)， 很 显然 ， 所 有 的 区 间 A, 的 全 体 覆 盖 了 区 间 


lz 站. 因此 依照 Heine-Borel 引 理 就 存在 着 市 限 多 个 区 间 入 
的 组 村 也 办 盖 了 区 阅 [a,#]. 设 人 是 区 问 组 型 中 的 最 小 一 个 
的 长 度 ， 并 设 zi 及 xs 为 区 间 [a,] 上 彼此 距离 小 于 坟 6 的 
亩 个 钙 意 点 ， 可 以 断言 jf 了 Cx) 一 了 zo)1 < 之 ( 即 定 理 4 所 要 
证 时 的 ). 实际 上 ,点 xl 属于 区 问 组 邓 的 某 个 区 间 A 和 :Cx 一 


和 上 和， 人 此 时 中 = 不 越过 二 3 二 .的 点 已 局 于 
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区 闻 ( 人 一 上 六 十 名)， 其 中 当然 也 包 合 x， 按照 数 辣 .的 害 
区 ,由 此 我 们 确实 喜 得 到 了 Try 一 f(x) 之 二 

要 等 函数 的 过 禁 性 ， 你 们 当然 郑 道 : 任意 才 个 连续 纯 
数 的 代数 和 和 积 也 是 连续 消 数 ， 两 个 连续 昭 数 的 商 宇 分 母 椒 
为 堆 的 每 个 区 间 上 连续 .所 有 这 些 命 题 不 仅 在 局 部 上 上 上， 而 且 
在 整体 上 都 是 正确 的 . 即 我 们 谈 的 连续 性 是 在 一 点 连续 也 好 
避 是 在 区 间 土 连续 也 好 ,或 者 最 终 是 谈 的 一 致 连续 性 也 好 ,这 
些 命题 都 是 正确 的 .4 所 有 这 些 命题 的 证 明 可 以 在 任何 分 析 
束 答 里 找到 ， 它 们 并 强 有 御 么 原则 性 的 意 光 ， 这 星 我 们 节 去 
重复 它们 . 

相当 有 意 闵 的 向 题 是 关于 所 请 被 称 为 韦 等 国 数 的 连续 性 
问题 . 这 是 不 大 的 一 奖 函 数 , 初等 数学 就 是 对 它们 进行 讨论 ， 
并 且 在 高 等 数学 中 仍然 完全 保留 了 其 引导 的 作用 、 这 里 首先 
是 有 所 有 的 这 类 硝 数 ， 其 池 数 第 是 通过 自 变量 值 利 骨 六 种 基本 
的 代数 运算 而 得 到 和 的， 其 次 是 不 多 的 几 个 超越 浮 数 ， 三 角 函 
数 ( 正 妙 数 和 反 沙 数 )， 指 数 函 数 和 对 数 汞 数 , 最 后 ， 其 中 也 
包括 上 面 列举 的 种 种 浮 数 的 有 限 组 合 ， 如 zx2(1 一 xsin zx) 或 
者 COS 2 等 ， 

一 切 初 等 冰 数 基本 上 都 是 连续 的 ， 只 是 其 中 有 几 个 在 某 


些 点 处 出 现 间断 (一 当 z 一 0 时 , tanz 当 x 一 于 等 等 3). 但 


@ 译 者 注 . 在 讨论 次 的 一 致 连续 性 时 , 需要 假定 是 在 闲 区 问 上 讨 
论 ， 例如 f(z) = 在 (0,1) 上 一 致 连续 , 但 L170r) = 1/zx 在 (94,1) 上 
不 一 致 连 续 . 

注意， 丙 数 上 和 an z 在 其 整个 定义 城 上 连续 ， 所 谈 到 的 这 
些 酉 数 的 间断 点 处 ， 这 些 函 数 没 有 定义 ， 关 于 这 些 闪 断 点 请 参 看 p. 74 
关于 间断 点 的 一 节 . 
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并 木 是 对 所 有 这 些 初 等 了 明 数 证 明 这 一 点 都 是 很 轻松 的 ， 遂 第 
在 分 析 教 程 中 对 此 部 没有 完整 地 考查 ， 然 而 这 又 是 有 重要 价 
值 和 的 ， 所 以 我 们 必须 就 此 做 出 几 点 注释 . 

首先 很 容易 建立 所 有 的 密 项 式 在 日 变量 的 任意 值 处 的 连 
续 性 .实际 上 ， 因 为 对 插 何 多 项 式 P(e) 以 及 任何 数 < 六 
Ptz) 一 Pla) 代数 上 部 可 以 被 差 x -< 整除 而 不 带 余 项 
Bezout 定理 )， 所 以 

一 一 

其 中 Qtr) 是 才 项 式 ,， 内 为 多 项 式 QGz) 很 显然 是 在 点 < 处 有 
界 的 ， 由 此 得 当 x 一 时 ,， P(x) 一 了 (0) 由 铸 项 式 Ptx) 在 
成 站 处 连续 其 次 , 从 多 项 式 的 连续 性 直接 推 得 仔 何 在 理 分 


式 F529 在 任何 区 疝 上 的 连续 性， 只 要 在 其 中 的 点 上 Pstzx) 
不 变 为 零 
对 三 角 鹃 数 问题 的 解决 也 是 很 简单 的 .公式 
Sh i 9 
以 下 由 此 挫 得 的 不 等 式 
lsin z — sinal| < 21sin > 家 :| <2|£3*i= jr—al. 


号 表明 当 江 一 4 时 sinx 一 sina， 即 正弦 是 连续 男 数 ， 完 全 类 
位 地 可 建立 余 弦 的 连 急 性 . 由 此 得 出 函数 


二 tan 光一 = 
2 SS 二 


在 所 有 的 cos x 关 0 的 z 值 处 连续 , 即 对 形 如 zz 关 (号 十 1) 
的 x 值 连续 的 { 其 中 下 为 任意 整数 ). 

指数 绩效 as 的 连续 性 的 证 明 要 复杂 一 些 ， 为 确 定 起 见 ， 
我 们 假设 a>>1, 因而 更 数 > 一 扩 是 增 画 数 . 我 们 先 来 证 明 当 
T 一 0 导 星 一 @ 一 1， 为 确定 起 网 ,再 设 一 十 0,， 即 只 对 正 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www. fineprint.com cn 


人 第 三 讲 


值 和 研究 a 妆 二 一 一 0 时 的 情形 可 以 完全 类 信 地 解雇 ， 当 
zD0 时 ar>1， 且 要 证 rz 一 二 0 时 郑 数 ar -1， 只 需 证 明 对 
于 无 论 怎样 小 的 > 0， 当 + 半 0 充分 小 时 a7 过 1 二 e, 但 对 
任意 的 自然 数 nn 有 
C1 二 EE)" 7 一】 十 ne 二 "让 ne， 
由 此 得 ， 当 = 一 十 oo 时, (1 十 6" 一 十 ce， 这 就 表 骨 对 于 充 
分 大 的 1， 
(eya, atr<1+e 

而 因 a?* 为 增 咬 数 ， 则 对 所 有 的 充分 小 的 正 的 x 有 

了 二 如 去 1 十 en 
好 实际 上 有 当 z 一 0 时 ce->1， 接 下 来 的 证 明 就 简单 了 . 关系 
式 

A — a ata *— 1]} 
表明 ， 当 了 一 aa 时 国 数 ar 有 极限 ， 其 羡 数 对 任何 zx 值 连续 . 
无 理 函 数 .对 数 男 数 和 反 三 前 国 数 的 连续 性 问题 现在 可 

以 用 区 图 煞 的 连续 性 的 一 般 理论 吉 以 解决 : 如 果 函 数 ? 一 
f(x) 在 区 间 [a ,所 上 是 连续 的 且 是 增加 的 ， 则 其 肥 荔 数 z 一 
Cy) 也 在 区 间 [a. B81 上 连续 , 其 中 a = fta) ,8 = A(5}. 实际 
I 设 7 为 区 间 [a,8] 上 的 任意 一 点 .需要 证 明 

limgty) 一 eC?). 
先 设 y 一 7 了 一 0, 即 y 从 下 方 超 近 于 Y， 因为 局 函数 f(x) 一 
样 ， 反 函数 gty) 也 是 冀 函 数 ， 所 以 im p(y) 在 任何 情况 下 
都 邦 在 ， 我 们 以 c 来 表示 这 个 极限 并 且 来 证 明 = = p07). 

因为 函数 f(r) 连续 日 当 > -一 7 了 一 0 时 PY) 一 5， 则 当 

7 一 一 站 时 > 三 KITT-> tc)， 出 此 得 flc) 一 > 但 这 
可 以 直接 得 到 ; c 一 gCf(e)D 一 民力 ， 即 

0 
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而 因为 显然 我 们 同样 容易 证 明 

lim py) = 到 7 六)， 
则 有 

lim PCy) = A , 
即 为 所 要 证 明 的 . 


要 想 不 进行 特别 的 研究 而 有 可 能 去 瞩 言 如 lg sinr,2* 一 + 
之 类 的 复合 初等 冰 数 的 连续 性 ， 还 需要 如 下 的 “关于 晒 数 的 
果 数 的 连续 性 的 定理 ”: 

如 果 y= 二 了 XT) 当 @ 委 了 委 下 时 是 连续 函数 ,而 zz 一 红 3) 
当 a 志 yy 过 户 时 是 连续 浮 孝 ,其 中 a 和 彰 是 函数 f(x) 在 区 间 
ia,8] 上 的 相应 的 最 小 植 与 最 大 值 , 则 二 数 z 二 gCACr)j 在 区 
则 Lab 上 连续 ， 

证 明 .、 设 c 是 区 间 [a,8] 土 的 任 一 点 ; (ce) 一 YY，B2CY) 
二 gfC0)] = 二 5 令 克 是 点 的 任何 一 个 分 域 ,根据 函数 的 y) 
的 连续 性 存在 着 点 ”的 这 桩 一 个 邻 域 六 , 使 得 当 y E 时 有 
KY) 所 玉 ， 最 后 由 于 函数 7 (x) 的 连续 性 存在 着 点 c 的 这 样 
一 个 邻 域 U, 使 得 当 x E 忌 时 我 们 就 有 .FzyE Y、 而 这 即 表 
明 gLfCx)] E 殉 ， 因 为 多 是 点 上 = Fe 的 任意 的 一 个 邻 
域 , 则 由 此 得 出 

lim f [Hz)) = 了 TCD 

最 图 歼 ffg 在 区 间 [Fa,5] 上 的 任意 点 c 处 的 连续 性 租 证 . 

区 数 在 一 点 处 的 手巾 ”守信 冰 数 在 已 知 闭 区 间 上 太 恒 知 
点 上 的 振幅 概念 后 ， 我 们 将 得 色 研 究 名 源 函 数 的 一 个 最 为 方 
便 的 方法 . 设 有 在 闭 区 间 [a,51] 上 可 能 除 有 限 多 个 点 外 都 有 定 
六 的 任意 洱 数 Az). 车 它 在 此 区 间 上 无 界 , 则 我 们 可 以 说 , 它 
在 些 区 间 土 的 振幅 等 于 十 ce; 车 它 有 界 ， 我 们 将 把 它 在 此 区 
间 [a，5] 上 的 上 确 界 对 与 下 确 界 x 之 差 呆 一 mr 称 为 它 在 
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此 区 间 上 的 振幅 . 在 任何 情况 下 我 们 都 以 符 导 wrta,5) 来 表 
未 国 数 六 7r) 在 区 闻 fa 上 上 的 振 司 . 

车 闭 区 间 [a’ ,8j 是 用 区 问 [a,8j 的 一 部 分 ( 凤 蔡 a 所 a 
出 昆 然 有 : 汞 数 fx) 在 区 间 -a :七 的确 界 
Af ,02' 桨 服 也 不 重臣 站 过 并 过 向 过 型 .因而 有 are 1 所 
ortest)， 所 以 ， 若 我 们 在 区 间 [e, 拉 上 选取 任意 -- 点 ec， 并 
以 轩 邻 域 [a,8] 所 赎 它 此 让 此 邻 域 的 靖 点 ea 及 月 趋 近 于 点 cc， 
虽 随 着 这 种 静 近 而 玻 恋 的 wta.8) 任何 时 候 也 不 会 增加 ， 而 
旺 要 么 减少 ,要么 是 常数 . 所 因为 拓 巾 mrfa,8) 是 非 负 的 , 下 
有 界 的 ， 则 由 第 一 讲 的 引 理 1( 参 看 P. 19y， 它 应 该 在 此 时 趋 
于 某 个 极限 , 我 们 表 之 以 wrte) 并 称 之 为 了 天数 六) 在 点 < 处 
的 振幅 ， 这 就 是 说 


wte) = lim wta, 8). 


此 概念 的 引入 使 得 能 重新 认识 函数 在 已 知 点 处 的 连续 性 ， 如 


同 下 加 所 述 ， 

定理. 法 使 在 点 c 处 有 定义 竟 函 数 玉 7) 在 该 点 c 处 连 
续 ， 必须 而 县 其 需 有 上 prfe) = 0. 

证 阴 .， 1) 设 wte) 一 0. 这 就 表 阴 在 点 ce 的 充分 小 的 邻 
域 UCta,8) 内 了 下 数 Ac) 的 振幅 会 变 得 任意 的 小 . 而 因为 很 显 
热 地 ,对 任何 x © 避 ， 

上 Kx | RM m= wrla, B). 

(其 中 以 各 为 函数 六 (x) 在 邻 域 U0 上 的 确 界 }, 所 以 不 用 说 ， 
当 >z 拒 了 过 时 17z) 一 了 le)| 可 以 任意 小 . 但 此 即 表明 函数 
f(z) 在 点 7 处 连续 . 


外 在 该 总 处 毅 数 可 能 是 没有 意 艾 的 ， 
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2 车 wie) 一 w 这 0 (这 里 名 是 一 个 数 , ww 一 十 oo 的 情 
况 王 面 再 说 )， 则 无 论 取 点 c 的 哪 一 个 邻 域 已 Gap 总 有 1 邮 
一 列 稚 四 由 二 .下 确 界 的 定 闵 , 一 是 能 在 ta,5) 中 找到 2 和 和 六 
使 得 
Fla) 过 天 十 re 


AP) 之 放 一 六 ， 
从 而 fp) 一 f(D) 之 M 一 mw 一 他 郑 人 .但 


fC) 一 Fa = CA — fIDI + Cf) — fa)y, 
由 /(8) 一 f(a) 关 w/2 推 得 , 右边 的 两 项 之 中 至 少 有 一 个 要 
之 了. 这 就 是 说 , 存在 着 区 间 (e ,by 的 这 样 的 一 点 *， 使 得 


[fxr) — Fe) | 之 


国 为 邻 城 V 是 尾 意 的 ， 则 孙 数 f(x) 不 可 能 在 点 < 处 连续 . 

3) 看 w(c) 一 十 ce, 这 里 我 们 首先 要 补充 说 明 在 一 点 ec 处 
w(te) 二 十 吕 的 定义 ,这 就 是 ;在 包含 此 点 的 一 个 区 间 {a,5) 上 
了 f(r) 无 界 , 所 忆 对 任意 大 的 Mic) 必 可 在 l(a,5) 中 找到 一 
点 8B, 使 部 ) 之 MM. 而 又 有 另 一 点 使 Fa) 一 过 ftc),; 这 里 

FB 一 Fa = CAB — Fee + CH) 一 Fo)] 

而 右边 的 两 项 均 非 负 , 因 为 左边 不 小 于 正 数 MM 一 ,所 以 有 边 
至 少 有 一 项 不 小 于 CM 一 mm)/2. 设 
Mm 


[FB — fi l= feB) 一 Key 3 生子 严 ， 


中 详 者 注 . 这 一 段 译 者 作 了 较 大 的 修改 和 补充 . 
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这 就 是 说 在 含 c 的 任 一 区 闻 (a, 5) 中 一 定 能 找到 一 点 了 《就 
是 x 二 8) 使 


7 


[Ft{x) 二 | 


2 
所 以 zz 在 < 点 不 连续 . 

若 冰 数 在 某 个 点 〈 在 该 点 上 它 可 能 没有 定义 ， 但 这 时 仿 
然 可 以 定义 wtc), 我们 不 再 讨论 ; 上 有 振幅 大 于 丛 ， 则 说 它 
在 该 点 间断 ， 已 知 汞 数 在 其 上 连续 的 点 为 简便 计 便 称 之 为 连 
续 点 ， 而 在 其 上 间断 的 点 则 称 为 间断 点 ， 我 们 看 到 在 连续 点 
处 wc) 二 0 而 宪 间 断 点 处 wte) 计 0. 

间断 点 . 上 面 已 经 看 到 的 情形 给 了 我 们 一 个 理由 来 尝试 
把 各 种 可 能 的 间断 点 的 全 体 进 行 某 种 妇 类 ， 既 然 条 和 件 
wle) 0 把 间断 点 与 连续 点 区 分 开 来 ， 则 我 们 当然 期 望 重 
rtc)， 即 消 数 在 已 旬 点 的 扼 幅 能 成 为 函数 在 已 知 点 处 问 断 
-性 的 一 个 合理 的 二 是 方便 的 度量 ， 如 果 注 意 到 量 wrtc) 的 定 
义 的 话 ， 我们 的 这 个 期 望 就 会 更 强 了 ， 六 为 wlta,8) 是 函数 
ftz) 在 区 间 [a,] 上 的 值 之 间 互 相 分 离 的 尺度 .这 个 最 当 区 
间 La,8] 向 点 < 收缩 时 的 极限 我 们 是 可 以 用 来 当 作 测 数 在 任 
意 靠 近 。e 点 处 的 值 徙 此 间 蚜 离 的 尺度 的 .好 正 是 该 明 数 这 样 
一 种 特征 的 尺度 ， 正 由 它 决定 其 在 点 < 处 间断 与 否 ， 这 就 是 
这 ,我 们 约定 称 量 write 为 图 数 filx) 在 ee 凡 处 间断 的 太朗 ， 这 
使 得 我 们 可 以 按照 所 谓 “间断 的 程度 ”来 比较 各 种 各 样 的 问 
断 点 ， 来 看 隙 数 在 这 些 点 处 表现 如 何 ， 特 别 是 ， 函 数 的 最 大 
间断 性 当然 可 能 是 在 其 无 界 的 那些 点 处 (wjte) = 十 ce)， 

与 间断 的 尺度 (或 者 说 是 函数 在 一 点 处 的 振 晤 ) 概念 密 
切 相 关 的 是 一 个 重要 的 命题 ， 它 是 关于 一 致 连续 性 的 定理 4 
《p. 67) 的 一 个 直接 的 推广 . 
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定理 ， 如 于 涡 雪 f(z7) 在 区 间 [a;#] 上 的 每 一 点 处 的 间 
断 的 度量 5( 即 据 幅 ) 都 不 超过 数 不 深 0 则 对 无 论 老 妈 小 的 正 
数 s， 都 可 以 找到 路 外 一 外 这样 的 正 载 人 B， 司 得 在 任何 长 
度 二 他 的 区 间 上 ， 配 数 rr) 的 振幅 都 不 会 超过 ， 十 &. 

可 以 把 这 类 阿 数 称 为 是 “精确 到 的 连续 洲 数 ” 特别 是 
当 =0 时 我 们 恰好 得 到 定理 4. 您 们 可 以 澡 无 园 难 她 按 照 我 
们 在 证 明和 定理 4 时 所 使 用 的 方式 来 证 明 新 定理 ， 区 别 仅 在 于 
现在 将 以 数 守 十 来 代替 前 述 的 6. 

这 样 ， 你 们 看 到 了 不 单 是 局 部 的 连续 性 ， 而 及 是 函数 在 
已 知 点 处 间断 的 度量 有 限 性 这 一 局 部 性 质 ， 也 都 有 其 整体 的 
等 价 物 ， 我 们 所 证 明 的 定理 有 着 一 系列 的 应 用 ， 特 别 是 在 积 
分 学 中 ， 我 们 在 后 面 各 讲 中 有 一 处 还 要 遇 到 它 . 

对 于 冰 新 点 而 言 十 分 重要 的 还 有 另 一 种 分 类 方法 ， 即 本 
是 按照 其 量 秆 进行 比较 , 而 是 按照 其 间断 的 方式 ,我 们 知道 ， 
学 式 Fa 十 0 一 rel)= ra 一 0 可 以 作为 丽 数 f(x) 在 点 
a 处 连续 性 的 判 据 ， 可 能 是 : Aga 十 0) 和 Fa 一 0) 都 存在 ， 
但 至 少 其 中 之 一 不 等 于 f(a)， 这 时 我 们 称 点 4 为 丽 数 fx) 
的 第 一 类 间断 点 ， 也 即 是 说 ， 第 一 类 间断 点 的 特征 为 ， 当 无 
论 从 右边， 或 是 从 左边 趋 近 主 它 时 函数 f(z) 的 极限 都 存在 ， 
但 这 两 个 极限 彼此 不 相等 ， 或 者 它们 两 个 相等 ， 但 却 不 等 于 
在 庶 总 处 的 函数 便 . 图 13 给 出 〈 这 里 函数 在 间断 点 的 值 可 以 
起 任意 的 ) 前 一 种 间断 点 的 例子 ， 医 14 给 出 另 一 种 图 形 . 

第 一 类 间断 点 是 最 简单 的 一 类 回 断 点 ;研究 它们 相 尘 比 
较 容易 , 当然 是 归 因 于 极限 f(a 十 0) 及 tw 一 0) 存 在 . 所 有 其 
他 的 间断 后 称 为 第 二 类 罗 断 点 ， 这 就 表明 在 第 二 类 间断 点 上 
负数 至 少 在 趋 于 该 点 的 两 个 方向 (右边 或 左边 ) 之 一 不 会 趋 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试 用 版 本 创建 ww fineprint.com.cn 


| + Fie ry 
| 全 了 fc 0 
人 


图 13 区 j14 


于 任何 极限 . 我 们 屡次 提 到 过 的 函数 》 = sin 士 在 z = 0 是 
这 种 性 态 的 十 分 有 教 益 的 例子 (图 15). 在 包含 0 在 内 的 任何 
区 间 上 ， 次 数 的 上 确 界 等 于 十 1， 而 下 确 界 等 于 一 1， 介 此 
wt0) 一 2. 我们 在 本 讲 开 头 研究 过 的 Dirichlet 函数 , 很 居然 
地 ， 在 每 一 点 处 都 有 第 二 类 间断 . 


音调 台数 ， 函 数 ) 一 F(z) 称 为 在 区 间 fa, 妇 上 不 减 的 ， 
刀 果 当 a < Xi ET ph 时 ， 总 有 {zx1) < fr). -i < 
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Ar) 则 称 为 增加 的 ,或 上 升 的 ,或 严格 增加 的 ; 如 果 条 件 中 
总 有 f(z4) 之 Azz)， 隙 数 .f(x) 称 为 在 区 间 [a ,5 上 不 增 的 ， 
若 fe) 之 fxs) 刚 称 为 下 降 的 《或 严格 干 降 的 )， 厅 减 国 数 
与 不 培 国 绍 一 起 构成 单调 函数 类 ， 单 调 国 数 具有 一 系列 特别 
的 性 质 ， 使 得 在 许 过 情况 下 成 为 方便 的 研究 工具 . 

音 先 ， 人 性 衙 在 纵 怎 的 财 区 间 [e ,后 上 音调 的 示 数 x} 在 
此 区 间 上 站 上 界 0 对 开 区 问 而 言 结 论 可 能 
不 成 立 : 例如 冰 数 y 一 一 在 开 区 间 (0,1] 于 是 单调 的 , 但 是 
无 界 ). 甘 际 上 ，, 当 a 志 了 夺 时 zz) 介 于 fla} 与 (5) 之 
间 ，, 其 次 , 很 显然 地 , 其 在 闭 区 间 端 点 外 的 值 7 人 a) 和 (5) 正 
是 单调 图 数 的 确 界 . 这 些 数 也 是 函数 f(z) 在 闭 区 间 fa,51 上 
的 最 大 值 和 最 小 值 . 

单调 晒 数 可 能 有 间断 点 , 从 图 13 中 我 们 一 看 就 明 鼎 ， 介 
这 种 匈 数 的 向 断 不 仅 按 其 特征 ， 而 且 按 其 量 值 来 讲 都 是 有 性 
的 . 音 先 ， 由 有 界 性 ,单调 图 效 不 可 能 有 度量 为 无 穷 的 问 断 . 
其 次 , 单调 函数 f(z) 间断 的 度量 超过 任何 一 个 正 数 z 的 点 的 


学 站 时 评 旺 导 硬 台 本 哩 和 昌 二 


个 数 在 区 间 [a , 妇 上 不 会 多 于 人 人 2 一 22. 实际 上 ,为 确定 


有 


起 见长 > f(a)， 且 设 消 数 fiz) 在 区 间 [a ,的 上 有 :个 
这 尾 的 把 ， 在 每 一 个 这 样 的 点 上 该 函数 六 斯 的 度量 都 超过 r, 
我 们 目 严 笔 石 ， 以 Ctar sy 来 表示 这 于 ns 因 而 对 任意 


小 He 守 0 有 

Ta 二 fe>r (kn); 
如 果 我 们 选择 这 样 小 (这 总 是 可 能 的 )， 和 a ne, 
,EBBH 


eC (1 所: 六 安 : 下 一 了 
即使 得 伟 域 (o 一 yc 十 6 两 两 之 间 没 有 公共 点 有 是 整 个 她 落 
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在 区 则 [La 8] 之 中 , 则 显然 地 有 ， 
NT < DY Cfle Fe) 一 fe — ED) RP) fa), 


于 是 有 
2 oa) 
t 


此 则 所 要 证 明 的 . 特别 地 ， 这 也 即 是 说 单调 三 数 只 可 能 有 有 
限 多 个 这 样 的 点 ， 在 这 些 点 上 它 的 间断 的 度量 超过 给 定 的 还 
数 . 对 非 单调 的 函数 击 言 则 完全 是 另 一 回 事 了 . Dirichlet 函数 
在 每 一 点 处 的 间断 都 等 于 1. 

最 后 ， 若 函数 fz) 在 区 闻 [a ,5 上 单调 , 则 由 第 一 讲 引 
理 1 (参见 p. 20)， 在 此 区 间 的 每 一 点 cc 上 援 限 ftc 十 0) 和 
fe 一 0 都 存在 ‘在 点 a 处 只 有 有 极限 , 而 在 点 5 妙 只 有 左 极 
限 ). 由 此 得 出 ,单调 函数 只 可 能 有 第 一 类 间 渐 点 . 

者 界 概 状 酉 类 ， 设 胃 数 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 有 定 闵 ,我 
们 坟 任 意 的 方式 将 此 区 间 分 成 个 部 分 区 间 ， 自 诺 至 右 坟 
Zl19X19"" 9Ta-1 来 表示 这 些 分 点 ， i 
6 = 二 x。， 因而 有 

TT 

和 


So= 2 [Fra) 一 fri) | 
与 我 们 对 人 多 闻 [a ,5] 所 做 的 分 划 有 关 . 对 于 不 同 的 分 划 , 一 般 
说 来 ， 此 和 应 到 不 局 的 数值 ， 用 各 种 可 能 的 方式 作出 上 面 所 
做 的 分 划 〈 连 个 数 ” 也 是 可 以 任意 改变 的 ), 我 们 就 会 得 到 无 
穷 多 个 和 9. 5 的 集合 的 上 确 界 1 ( 它 当 然 可 能 等 于 十 oo) 称 
为 嚼 数 f(x) 在 区 间 [a,5] 上 的 全 变 差 , 我 们 将 以 Vy(a,5) 来 
表示 它 ， 如 果 Vte,) 是 一 个 数 (V yta,5) 之 十 oo)， 则 函数 
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fr) 称 为 区 个 La， pb | 土 的 有 界 变 差 消 数 . Pe Via = 
十 co， 则 称 函 数 (2) 在 区 间 La,58] 上 的 变 差 是 无 限 的 (无 界 
的 》. 

有 帝 变 善 欧 数 类 在 分 析 中 以 及 其 应 用 中 起 着 十 分 特殊 的 
作用 . 特别 地 ， 很 显然 有 : 任何 在 区 间 [a, 丰 上 单调 的 贤 数 
郡 是 在 此 区间 上 的 有 界 变 莽 困 数 . 实际 上 , 对 单调 联 数 f(x) 
而 言 和 S$ 对 任何 分 划 都 等 于 1 7 一 ea)1， 因 此 

Vasp) = [F008) — faa)l. 

对 人 研究 有 界 变 差 消 数 的 一 般 性 质 有 着 基本 意义 的 是 这 样 
一 个 定理 ， 由 此 和 定理， 斌 究 最 一 般 的 这 种 类 型 的 函数 都 完全 
可 作为 对 单调 男 数 的 研究 ， 这 个 定理 是 ， 任 何 有 界 变 差 虹 数 


是 响 归 和 由 二 是 一 喔 二 


中 一 个 是 不 减 汶 数 ， 而 另 一 个 风 是 不 增 函数 ).， 由 此 命题 ， 则 
关于 单调 图 数 的 间断 点 的 个 数 及 特征 的 任何 基本 性 质 ， 都 可 
以 推广 到 细 有 的 有 界 变 盖 函数 中 去 . 

要 证 明 这 个 基本 的 定理 ， 为 简便 起 见 我 们 约定 以 记号 
Vtz}) 来 代替 ta,x)Y， 并 且 令 

V(r 2 二 f(r 二 Pr), SV)— fr NC) 
由 此 得 

fr = Plr}y — NCOr), 

如 采 我 们 能 证 明光 数 和 NCz) 和 PKr) 为 区 间 [a, 中 上 上 的 泵 减 函 
数 ， 则 我 们 的 定理 就 将 得 证 . 

全 EX 因 汐 

2[LP{lxra2— Pm)=V tr) — Vr Lr} Fr), 

2LN Exo — NCTEV re — Vr)— [Fr — fr}, 
所 忆 为 了 达 和 至 目的， 只 需 证 明 
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Vixe) 一 Tri | rr] — f(r) | 5) 
BR]. 
令 e 为 任意 小 的 正 数 . 依照 量 V Cx) 的 定义 ， 作为 和 3 的 
土 确 界 ,必定 存 在 着 区 问 [a,zx1] 的 这 样 的 一 个 分 划 , 使 得 相 
应 的 和 5 二 Stayzx1) 大 于 YCx) 一 #， 但 和 
Sayr) + If xr) 一 了 (xD = Sax,) 
很 显然 地 是 对 区 间 [a ,xz1 的 和 5 中 的 一 个 , 因而 它 不 可 能 超 
过 这 些 和 的 上 确 界 Vtzxs), 也 划 是 说 ， 我们 得 到 
Vir}—et [f(r — fir | Sa, Tt Ir} — f(r) | 
~Star) EV Tr), 
由 此 得 到 
Vz) — Vm) > | za fir) | — &, 
因为 和 任意 小 , 故 由 此 可 得 (5) 式 , 而 我 们 的 定理 得 证 . 
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第 讲 
级 六 
级 数 的 收 合 性 与 级 数 和 ， 一 -Cauchy 准则 ， 一 一 正式 组 
儿 ， 一 一 绚 对 收 人 敦 和 和 条件 收 人 证 ， 一 一 无 穷 张 积 ，- 一 明 数 级 


和 


般 数 铭 收 藏 性 上 与 组 数 的 和 .今天 我 们 要 讲 数 学 分 析 的 
最 重要 的 工具 之 一 一 无穷 级 数 ， 正 如 你 们 所 熟知 的 ， 在 大 
量 金 分析 间 题 面前 ， 无 穷 级 数 是 我 们 研究 问题 的 一 种 完全 是 
技术 性 的 工具 ， 是 一 个 很 有 用 ，、 很 方便 的 但 在 原则 上 则 次 有 
多 大 新 东西 的 工具 ， 虽 然 如 此 ， 这 个 工具 仍然 值得 在 我 们 这 
本 简明 的 教程 里 用 专门 的 一 讲 来 讲 它 ， 这 梯 安 徘 的 原因 与 其 
说 是 因为 不 仅 在 数学 分 析 本 身 ， 而 且 在 几乎 所 有 依 束 于 它 的 
应 用 科学 的 这 些 太 厦 中 都 渗透 了 它 的 许多 应 用 ， 倒 不 如 议 是 
因为 在 级 数理 论 的 并 不 太 复 杂 的 材料 中 ， 整 个 数学 分 析 的 典 
型 的 思维 过 程 ， 一 系列 的 概念 、 模 式 其 至 整个 的 逻辑 体系 都 
以 特别 明显 、 清 楚 的 方式 来 自 级 数理 论 ， 如 所 熟知 ， 学 生 从 
要 是 主动 地 、 牢 固 地 掌握 了 级 数理 论 ， 则 继续 掌握 分 析 的 基 
本 章节 一 般 说 来 就 不 会 有 任何 轩 难 了 了. 
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(其 中 所 有 的 w 是 数 , 我 们 通常 设 为 实数 ) 的 式 子 我 们 称 之 为 
数 项 无 穷 级 数 ， 数 u, 称 为 级 数 的 项 ， 有 限 和 


5.— Du 


称 为 级 数 (1) 的 部 分 和 . 

关于 每 一 个 形 如 (1) 的 级 数 的 基本 问题 是 其 收 化 性 的 向 
题 . 车 极限 

lime, = 

存在 ， 级 数 (1) 称 为 是 收敛 的 ， 而 S 则 称 为 它 的 和 ， 反之 ， 则 
级 数 (1) 称 为 发 般 的 ， 并 且 没 有 和 当 a -> co 时 ,3S, -> co 或 
才 ,一 一 co 的 情况 我 们 形式 上 当然 可 以 把 它 看 成 收敛 的 或 
着 看 成 发 散 的 ,两 者 都 行 ， 但 是 通常 都 把 它 归于 发 散 级 数 一 
类 ， 所 以 ， 所 谓 级 数 的 和 ， 意 是 指 某 倍数 .但 虽然 我 们 是 把 
具有 无 穷 和 的 级 数 以 及 完全 没有 和 的 级 数 放 在 一 起 都 称 为 发 
散 级 数 ， 却 应 当 指 出 ， 这 两 类 级 数 在 其 基础 上 是 毫 无 共同 之 
处 的 ， 基 所 以 放 在 一 起 ， 只 是 国 为 二 者 都 与 带 有 限 和 的 级 数 
福地 盾 《 扩 管 是 在 不 同 的 意 六 下 )， 

数学 分 析 的 基本 章节 中 仅仅 用 到 收押 级 数 .， 对 于 第 一 次 
研究 级 数 的 人 ， 对 于 级 数 和 以 及 求 和 过 程 的 最 初 的 印象 不 可 
各 狗 地 是 看 成 了 和 有 限 和 完全 类 似 的 东西 ， 这 一 点 常 当 是 设 
有 既 过 推荐 的 , 这 里 有 一 个 类 比 即 有 了 跟 和 S, 就 是 : 级 数 的 前 
1 是 其 所 有 项 的 和 . 现在 常见 的 是 讲课 者 
本 大 在 促进 其 至 直接 和 传授 这 种 概念 ， 并 且 应 当 承 认 ， 如 果 对 
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此 充分 地 小 心 而 不 失 警 惕 性 的 话 ， 别 这 种 概念 实际 上 不 仅 可 
雇 促进 掌握 级 数理 论 的 基本 内 容 ， 而 二 可 以 启发 我 们 预见 新 
的 尚未 认识 的 规律 。 但 是 一 分 钟 也 不 能 忘记 二 种 郑 险 ， 即 在 
这 种 类 比 中 走 得 太 远 并 县 误 认 为 它 就 是 证 明 .， 正如 你 们 所 儿 
道 和 的 ， 在 无 窃 级 数 和 有 有 有限 和 之 间 的 类 似 ， 多 多 少 少 的 只 能 
限于 所 请 的 绝对 收 令 级 数 5 对 它 我 们 将 在 后 面谈 到 )， 而 对 于 
所 请“ 条 件 收 雍 ” 级 数 ， 则 我 们 把 无 穷 级 数 想 象 为 组 成 它 的 
各 琐 的 和 和 好像 有 限 和 和 一样 ,马上 就 会 遇 到 不 可 克服 的 困难 . 实 
际 上 ， 要 想象 出 “级 数 的 所 有 项 的 和 ”是 困难 的 ， 只 要 改变 
级 数 各 项 的 次 序 ， 级 数 的 和 就 可 能 改变 。 最 后 ， 过 分 强烈 地 
把 对 级 数 种 想象 为 非常 像 有 限 和 那样 的 东西 ， 这 本 身 就 隐 合 
了 严重 的 方法 论 上 的 危险 ， 容 易 阁 割 掉 无 穷 级 数 利 所 特有 的 
意义 的 具体 的 内 容 ， 实 际 上 ， 构 造 级 数 和 的 过 程 完全 不 像 有 
限 和 的 过 程 一 样 ， 并 及 完全 不 在 于 { 像 有 了 时 所 想 的 那样 ) 把 
级 数 各 项 一 项 接 一 项 地 加 下 去 , “加 完 为 止 ”"， 这 当然 是 完全 
役 有 闪电 的 事 : 把 逐次 添加 的 级 数 的 项 加 完 是 不 可 能 的 ， 因 
为 它 是 无 穷 条 的， 而 如 有 果 我 们 还 有 可 能 说 到 级 数 的 和 ， 则 正 
是 因为 我 们 舍弃 了 这 种 训 无 希望 的 无 限 凶 项 相 如 的 过 程 而 代 
之 以 完全 不 同 的 另 一 种 运算 (极限 过 程 ), 这 马上 使 我 们 达到 
目的 ， 这 里 给 出 一 个 用 以 描述 元 穷 级 数 和 的 详细 的 表述 ， 我 
们 当然 像 在 有 限 和 一 样 ， 从 用 逐次 增加 的 方法 开始 ， 即 构造 
和 5S,, Ss 等 等 . 但 我 们 总 不 打算 把 这 个 过 程 无 限 进 行 下 去 . 构 
造 了 部 分 和 以 后 ， 我 们 就 注意 研究 部 分 和 的 性 质 和 结构， 首 
疯 是 它们 与 有 记 取 的 项 数 的 关系 ， 换 言 之， 我 们 研究 的 对 象 
是 量 S, 作为 n 的 图 数 (在 许多 情况 下 要 想 掌握 这 个 渔 数 关系 
的 整个 状况 ， 不 必要 研究 和 S11Sz 并 长 此 以 往 . 研究 于 不 多 几 
个 项 以 后 , 就 能 马上 得 到 函数 5, 的 适当 的 解析 表示 . 例如 在 
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初等 代数 中 上 所 熟知 的 几何 级 数 就 是 这 个 情形 }. 确切 说 来 , 我 
们 力求 了 解 ， 当 nn 一 oo 时 量 S, 是 否 赵 于 某 个 极限 以 及 若 有 
极限 ， 则 和 极限 是 和 什么 .也 即 是 说 ， 措 述 无 穷 级 数 的 和 要 做 下 
面 商 步 工 作 ; 1 给 出 部 分 各 5S, 并 人 赋 究 其 与 的 关系 ; 2) 令 
2 一 co 而 取 极 限 . 你 们 当然 看 得 出 : 所 有 这 一 切 帮 完 全 不 像 
是 “把 全 部 的 项 机 完 ?， 并 且 一 分 钟 也 不 能 忘记 这 个 差别 .下 
则 我 们 咒 有 藩 人 训 无 根据 的 类 比 这 个 错误 的 危险 . 

我 们 再 来 做 出 如 下 的 注 记 . 我们 看 到 ， 关 于 己 知 级 数 

(了) 的 和 的 问题 完全 归结 为 与 此 级 数 有 关 的 序列 
Sy oy {2} 

的 级 限 问 题 ， 反 之 ， 和 在 给 定 完 全 任意 的 序列 (2), 今 

1 = dy Hy 一 四 一 一 光一 四 

Ws Ny 
则 我 们 总 能 把 序列 (27 的 被 限 问 题 化 为 级 数 (1) 的 和 的 问题 . 
也 即 是 说, 从 这 个 观点 来 说 级 数论 的 问题 间 (关于 序列 的 ) 的 
极限 论 的 基本 问题 没有 任何 区 别 . 

实际 上 ,当然 地 , 级 数理 论 的 特点 , 它 的 问题 和 方法 , 正 
是 受 着 这 样 一 个 特别 的 观念 的 制约 ;把 序列 (2) 的 项 看 成 某 个 
级 数 (1) 的 部 分 和 序列 .并 旦 这 个 观念 在 思维 上 是 十 分 有 益 的 
并 昌 在 应 用 方面 是 相当 重要 的 ， 以 致 非 构成 其 特别 的 理论 体 
系 不 了 可， 这 个 理论 就 是 无 穷 级 数理 论 . 

Cauchy 准则 车 级 数 (1) 收敛;, 则 当 m 一 oo 时 us 人 0 
实际 上 , 当 z >> 1 时 四 二 3, 一 Si: 因为 当 n -> co 时 5。 和 
9S。，l; 有 同一 个 极限 3, 故 有 同一 0. 收 伍 级 数 的 这 个 性 质 的 重 
机 性 是 因为 它 使 得 在 许多 情形 下 容易 关 断 级 数 的 发 散 性 ;为 
此 只 要 证 明 当 -> oo 时 w 不 是 无 穷 小 量 . 但 是 , 正如 你 们 所 
了 解 的 , 从 当 = 一 oo 时 辐 一 0 还 不 能 断定 级 数 (1) 收敛 例 
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如 :“ 调 和 ”级 数 
1 1 二 直 转 时 中 由 
a 


我 们 已 经 熟知 是 发 散 的 〔〈 当 2 一 十 ce 时 S, -~ o0)， 尽管 其 第 
2 项 当 呈 一 co 时 是 无 穷 小 上 面 说 的 准则 只 有 一 个 方面 ( 必 
- 要 而 非 充分 ) 当然 在 相当 大 的 程度 上 限制 了 其 应 用 的 范围 ， 

正如 我 们 已 经 看 到 的 ， 关 于 级 数 的 收 全 性 问题 只 不 过 是 
某 个 数值 序列 的 极限 存在 性 问题 的 一 种 特殊 形式 . 因此 当 我 
们 把 我 们 所 已 经 熟知 的 序列 极限 存在 的 Cauchy 准则 {第 二 
讲 第 34 页 ) 转换 为 级 数理 论 的 语言 ,就 能 得 到 级 数 收 分 性 的 
必要 和 充分 准则 . 要 使 级 数 (1) 的 部 分 和 序列 当 n 一 oo 时 有 
极限 , 正如 我 们 所 知道 的 那样 ,必须 而 且 只 须 对 任何 :二 0 对 
任何 充分 大 的 5 以 及 对 任何 点 宇 0 成 立 不 等 式 

a S| 5 


因为 5S.4i 一 5S. 一 5 x;， 则 我 们 直接 得 到 下 述 命 题 . 


Cauchy 准 列 . 要 使 级 断 (1) 六 鼓 , 必须 而 且 只 需 , 对 
任何 省 0 及 对 充分 大 的 nn 以 及 性 意 的 自然 长 上 成 立 不 等 式 
aati 二 wars 二 | < (3) 
形象 地 说 ,Cauchy 准则 的 条 件 在 于 ;级 数 的 充分 远 的 ,无 
论 起 样 长 的 “一 段 ” 就 绝对 值 而 育 可 以 变 得 任意 的 小 ， 当 然 ， 
如 同 在 极限 论 中 一 样 ,Cauchy 准则 只 解决 级 数 和 的 存在 性 问 
题 ， 而 对 和 的 太 小 刚 什 么 也 没有 告诉 我 们 . 
作为 基本 理论 研究 的 有 效 武器 的 Cauchy 准则 很 少 用 于 
判断 个 别 和 多 、 具 体 的 级 数 的 收 伍 性 ， 这 一 点 下 可 我 们 在 第 二 
讲 中 就 极限 存在 的 类 似 情 况 说 过 的 那样 。 其 原因 在 于 ， 通 常 
并 不 容易 确定 对 于 具体 的 级 数 而 言 条 件 (3? 是 否 满 足 . 
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因此 ， 正 如 你 们 所 了 了 和解 的 ， 级 数理 论 中 建立 了 大量 的 滔 
外 的 收 钱 准则 , 这 些 准则 不 最 有 Cauchy 准则 所 有 的 特征 《 即 
同时 是 必要 侧 旦 充分 的 ,但 是 在 用 于 个 别 的 具体 的 级 数 时 却 
有 着 无 比 忆 大 的 方便 之 处 ， 太 多 数 这 样 的 准则 是 关于 正 项 级 
数 的 .一 开始 就 研究 这 个 最 简单 同时 又 是 最 重要 的 级 数 类 从 
方法 论 十 讲 是 方便 的 ， 然 后 再 力求 把 对 任意 级 数 的 研究 化 为 
对 这 类 最 简单 类 型 的 级 数 的 研究 . 

正 项 必 数 ， 如 果 级 数 (1) 的 所 有 项 都 是 非 货 的 , 则 很 显 
然 地 , 5S, 蚌 n 的 不 减 函 数 . 因此 , 出 第 一 讲 的 引 理 1, 就 只 可 
能 有 下 述 两 种 情形 之 一 出 现 : 或 者 级 数 (1) 收 敏 , 或 者 limS， 
一 十 cc, 换言之, 级 数 (1) 收 伍 或 发 散 要 看 当 z-> co 时 量 9。 
是 有 界 还 是 无 界 ， 对 这 类 级 数 的 任何 收 和 伍 准 网 因 此 就 可 以 这 
粹 的 建立 ， 只 要 证 明 函 数 5, 在 相应 条 件 下 的 有 界 性 即 可 ， 

太 多 数 关 于 正 项 级 数 的 收 伍 性 的 准则 是 以 下 面 的 特别 强 
的 比较 法 则 为 基础 的 ， 如果 两 个 级 数 


二 Wz 十 下 十 (A) 
人 
Wy i CB) 
的 所 有 项 均 非 象 , 并 县 当 之 加 时 有 
We Es Uy Ce} 


则 从 级 数 (B) 的 收 伐 性 可 推 得 级 数 (A) 的 收敛 性 (同时 也 就 
表明 从 级 数 (A) 的 发 散 性 推 得 级 数 (B) 的 发 散 性 ) 

这 个 基本 淮 旭 的 证 明 很 简单 ， 我 们 以 5S, 和 S。 来 表示 级 
数 (A}) 和 和 级 数 (BB) 的 相应 的 部 分 和 ， 如 果 级 数 (B) 收 化 则 量 
S。 有 界 , 而 由 条 和 件 心 ) 


CU 一 S。， 
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所 以 量 $ 所 3 十 (So 一 S,) 也 有 界 . 因而 级 数 (A) 也 收 化 

取 定 了 某 个 收 全 性 已 知 的 级 数 和 作为 级 数 (B) 之 后 , 通常 
接 下 来 就 要 证 明 : 在 某 个 条 件 下 当 级 数 (AA) 的 项 通过 条 件 
CC) 与 级 数 (B) 相关 联 , 任何 这 样 一 种 条 件 都 能 够 成 为 级 数 
(A) 收 就 的 准则 ， 例 如 如 果 选 取 通 常 的 几何 级 数 作 为 级 数 
《B) 的 话 ， 则 我 们 由 此 得 出 对 于 级 数 (A) 而 言 人 恰恰 是 最 简单 
的 ,当然 也 是 你 们 所 多 知 的 Dalembert .Cauchy 收 店 准则 等 
等 ， 不 单 是 这 个 准则 ,其 他 所 有 的 准则 都 是 在 这 样 那 样 的 具 
体形 式 下 要 求 级 北 (A) 的 项 随 着 的 增加 而 呈 够 快 地 减少 . 


如 达 朗 贝尔 准则 就 要 求 比 -2 当 充分 大 时 不 大 于 一 个 比 1 

小 的 数 , 这 是 以 很 明 最 的 方式 表 妇 了 且 w, 正 是 随 着 的 增加 
| 而 以 足够 快 的 速度 在 减少 . 

这 里 我 们 不 去 建立 这 类 准则 ， 你 们 在 每 一 本 分 析 教 程 中 

都 能 找到 它们 以 及 它们 的 详尽 的 证 明 ， 现 在 不 讲 这 个 基本 上 

是 形式 的 理论 ， 我 们 力求 更 加 详细 地 审视 关于 正 项 级 数 的 收 

敛 速 度 的 概念 。 这 个 问题 ， 尽 管 各 种 教程 都 不 会 计 ， 对 于 未 

来 的 实际 工作 者 来 说 ， 不 但 有 原则 的 意义 ， 而 县 有 直接 的 实 

际 意义 ， 实 际 上 ， 如 果 级 数 收 敏 得 很 慢 ， 即 为 要 得 到 与 其 极 

限 值 $ 接近 到 -一 征程 度 的 3 ， 必 须 把 很 多 和 项 加 起 来 ,得 琐 

数 n 是 很 大 的 数 ， 则 这 种 级 数 尽管 有 完整 的 理论 价值 ， 却 不 

可 能 成 为 近似 计算 数 5S 的 工具 ， 因 而 在 实际 上 不 可 能 有 大 的 

作用 ， 至 少 没 有 直接 的 作用 .顺便 指出 ， 有 时 会 遇 到 相反 的 

情况 : 在 一 定 条 件 下 ， 发 散 的 级 数 可 能 是 实际 计算 某 些 数值 

的 很 方便 的 工具 . 这 种 情形 使 得 著名 的 法 国学 者 H. Poincare 

在 研究 这 种 现象 时 ， 有 理由 指出 一 种 似 是 怪 论 的 趣 法 ， 收 伍 

的 级 数 有 时 是 “实际 上 发 散 的 ” 且 反 之 ， 发 散 的 级 数 一 一 
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“实际 上 是 收敛 的 *. 

对 任何 收 伍 级 数 而 育 ， “全 项” Ot ns 
十 下 当 n 一 oo 时 是 无 穷 小 量 . 级 数 的 收 合 速度 完全 地 取决 
于 这 个 无 穷 小 的 “ 阶 ”, 即 取 次 于 当 一 ce 时 它 以 什么 样 的 速 
代 趋 近 于 零 . 通常 认为 ， 好 果 当 一 ce 时 余 项 ,类似 于 几何 
级 数 一 样 地 减少 的 话 ， 则 级 数 的 收 误 速度 是 好 的 .为 此 ， 只 
要 已 憩 级 数 的 项 mm 当 充分 大 时 不 大 于 某 个 几何 级 数 的 对 
应 项 就 是 够 了 ， 实 际 上 ， 由 

He < 人 

(其 中 a 全 0 且 9 为 常数 (0 < 之 9 < 1)) 得 到: 当空 no 寻 有 


三 < agen+1 十 Gt? 十 pv 一 a 


如 果 一 个 级 数 的 余 项 当 = 增加 时 ， 其 余 项 的 减少 如 局 = 的 某 
个 负 的 宪 , 即 如 具有 像 坟 -等 等 ,这 样 的 级 数 收敛 得 慢 多 了 ， 
这 类 级 数 对 实际 应 用 起 来 常常 会 发 生 困 难 。， 这 里 需要 指出 的 
是 : 如 果 对 于 充分 大 的 xn 有 ww 小 于 an-* (其 中 ae>>0 且 下 > 
1 为 芝 数 ， 同 时 数 二 绝对 不 必 一 定 是 整数 )， 则 六 去 bm!， 
其 中 已 是 另 一 个 正 的 常数 ,实际 上 对 函数 f(x) = zx"! 应 用 
Lagrange 有 限 增 最 定理 , 当 x > 0 时 我 们 得 到 
CT 
> O11), 

令 工 二 nn 一 1 并 以 nz!'(n 一 1)*! 去 除 两 边 , 则 得 到 


ni Si (Cp a Ee 
nt lin | 


{ 直 一 ji 一 1) 2 下 一 ] 


nln | Ye i 和 


tn a i ss nt 一 


> 


所 以 有 
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< TC — Yn) 


如 果 4 之 ar 一 ， 则 得 到 
于 < FE 二 
因而 
六 一 DW a SLati—1) ti (nt 
+ 一 ] | 


中 一 荆 


必 一 5 
人 


1 
即 为 我 们 的 结论 . 
现在 再 问 到 收敛 准则 的 问题 上 来 . 我 们 作出 如 下 注 记 . 
对 任何 收 钱 级 数 和 而 言 都 有 4 一 0 (rn 一 o2); 但 是 , 其 至 对 正 
项 级 数 而 言 “ 一 般 项 "wu, 的 这 种 向 零 的 趋 近 也 可 能 不 是 单调 
的 从 几何 级 数 中 通过 调换 和 yw 入 钙 可 得 到 一 
个 简单 的 这 方面 的 例子 , 即 是 级 数 


1 1 1 1 1 
这 十 记 十 走 十 训 十 下 十 高 十 如 二 十 … 
但 是 在 绝 大 多 数 情 况 下 , 在 分 析 及 其 应 用 中 遇 到 的 具体 
的 正 项 级 数 常 常 具 有 这 样 的 性 质 ; zol 所 wn 二 1,2,**')， 
即 在 这 些 级 数 中 随 着 的 增加 ,单调 减 小 且 w 一 0. 因此 关 
于 单调 减少 的 正 项 级 数 的 收敛 性 有 一 类 专门 的 法 则 值得 特别 
广 意 ， 净 其 是 其 有 准则 特征 〈 即 必要 而 且 充分 的 ) 及 同时 又 
在 研究 各 个 兵 体 的 级 数 时 能 很 方便 地 应 用 的 那些 法 则 ， 我 们 
来 研究 这 类 法 则 中 的 两 个 
定理 (Cauchy 积分 准则 }。 设 函 数 ftx) 为 半 直 线 0 起 
< 十 ec 上 的 正 的 、 许 续 的 ,不 增 的 子 数 .此 时 级 圳 
FD) 二 F232) 二 十 二 (A) 
要 想 是 收 训 的 ,必须 而 且 只 需 ; 当 a 一 十 oo(a 半 0) 时 ,积分 
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fondu (B) 
有 有 限 极 限 . (同样 地 , 当然 必须 而 且 只 需 这 个 积分 当 a 一 0o 
时 起 有 灌 的 .) 
为 方便 证 胆 起见， 我们 从 已 知 阴 数 ， 而 不 是 从 已 知 级 数 
出 来 评述 这 个 淮 姑 ,得 是 ,显然 地 ， 对 任何 单调 减少 的 正 项 
级 数 (AA)， 部 容易 建立 -满足 我 们 定理 要 求 的 这 样 的 函数 
zy 使 得 产 站 一 性 人 之 1). 这 样 一 来 , 我们 的 定理 实际 上 
萄 是 上 述 这 种 级 数 收 伍 性 的 判别 准则 
证 朋 . 很 显然 ， 由 于 畏 数 f(z) 的 单调 性 5 不 增 ) 有 
| fodu = fn) 之 [fondn, 
所 以 
| du fk) -> | fodu, 


此 不 等 式 直接 表明 : 当 n > oo 时 量 > fk) 及 | Fayda 要 么 


都 有 界 ， 要 么 都 无界 ， 此 即 定 再 所 要 证 明 的 因为 这 两 种 情 
况 下 有 界 性 等 同 于 有 限 极 限 的 存在 性 . 

应 用 这 个 准则 于 一 些 个 别 的 级 数 ， 正 如 我 们 已 经 指出 过 
有 的， 在 很 多 情况 下 是 很 方便 的 .例如 设 一 nCa 0). 令 


Re . 《人 之 定安， 
”二 co)， 
很 显然 , 我 们 得 到 了 一 个 满足 我 们 定理 所 有 要 求 的 函数 ， 但 
当 g 关 1 时 
[fedr =1+ de 一 1 十 和 一 


由 此 得 出 ， 由 积分 准则 ， 当 & 六 1 寺 级 数 收 敦 ， 当 羡 < 之 芋 时 级 
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数 发 散 .最 后 , 当 a 二 1 时 
全 renaz 二 


“dr 


J1l 小 


=]--inA— oo 


( 当 4 -> 十 oo 时 )， 即 调和 级 数 >， 二 发 散 . 
中 =. 


再 来 看 第 二 个 准则 . 
定理 . 若 忆 计时 1)， 则 要 级 元 (1) 站 数 ， 
小 须 而 且 只 沉 骸 数 
ni 二 2x 十 4 十 8 十 … 二 22r 于 《二 
也 , 收 玖 . 


证 明 ， ”由 于 级 数 (1) 的 项 单调 减少 则 
2 > 于 
(不 等 式 中 间 部 分 和 的 项 数 是 2-0), 由 此 得 


于 一 二 业 


DD Ne > 4 St. 
上 二 1 < 二 1 


让 二 四 


这 个 不 等 式 直 接 表 示 ; 级 数 (1) 和 级 数 (4) 的 部 分 和 要 勾 同 
时 有 卉 ， 要 么 同时 无 界 ， 由 此 得 定理 成 立 . 
六 一 nC 六 0) 时 ,级 数 (4) 的 一 般 项 是 2"4-, 因此 


由 后 一 定理 ， 级 数 4 一 当 o>1 时 收 第 上 且 当 a<1 时 发 散 


危 对 收藏 和 条 件 收 苞 ， “我们 现在 转 到 带 任 意 符 扣 项 的 
级 数 ， 正 如 你 们 所 了 解 的 这 种 一 般 类 型 的 收 伍 级 数 通常 一 
开始 就 按 其 性 质 分 为 实质 上 不 同 的 两 个 类 型 ， 绝 对 收 敏 的 级 
煞 和 条 件 收 伍 的 级 数 .我 们 称 级 数 (1) 是 绝对 收敛 的 ， 如 果 
级 数 


[za 村 te 十 十 es 十 全 (5) 
路 化 | 如 果 级 数 (1) 收 人 敲 ， 而 级 数 (5) 发 散 ， 则 我 们 称 级 数 
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(1) 条 件 收 敏 . 

这 里 首先 应 当 注 意 ， 已 知 级 数 的 绝对 收敛 性 的 定义 是 某 
个 另外 的 级 数 的 收 化 性 ， 因 此 定理 《当然 是 你 们 所 熟知 的 ) 
“任何 绝对 收敛 的 级 数 必 收敛 ” 就 决 不 是 平凡 的 了 . 
当然 ， 这 个 定理 的 意义 在 于 从 级 数 (5) 的 收敛 性 可 以 扒 
得 级 数 (1) 的 收 敏 性 .其 证 明 通 常 总 是 基于 Cauchy 准则 , 因 
为 对 任何 ”> 0,k 之 0， 


pm | 志 六 | ， 

因此 由 Cauchy 准则 ， 当 级 数 (5) 收 伍 时 右边 部 分 对 于 充分 大 
的 # 和 任何 都 可 以 变 得 任意 地 小 ,所 以 左边 也 当 如 此 . 于 
是 由 此 再 依 Cauchy 准则 可 推 得 级 数 (1) 的 收敛 性 ， 

绝对 监 涩 级 数 的 性 质 ， 表 现 出 与 有 限 和 有 相当 大 的 相似 
之 处 ; 可 以 像 有 限 和 一 样 对 它们 进行 逐 项 烛 彝 四 二 
点 进行 组 合 (结合 律 ) 而 不 工 此 而 破坏 级 数 的 改 伍 性 ， 也 
pn el mp 
级 数 的 收 合 性 总 是 绝对 收 伊 )， 我 们 这 里 不 去 证 明 这 些 性 质 ， 
这 些 纯粹 是 形式 上 的 工作 ， 它 们 的 表述 你们 在 教材 中 都 找 得 
到 ， 而 且 不 会 对 你 们 形成 征 何 困难 . 

我 们 来 较为 详细 地 考察 一 于 条 件 收 伍 的 级 数 ， 例 如: 设 
想 着 名 的 Leibniz 级 数 


EE RR i 
los t+ gt 


一 切 都 很 满意 ， 部 分 和 有 极限 ， 余 项 趋 于 零 而 且 甚 至 并 不 
太 慢 ) , 像 任何 收敛 级 数 一 样 , 但 这 种 满意 是 多 么 的 靠不住 啊 | 
问题 是 只 要 以 适当 地 方式 改变 一 下 各 项 的 次 序 ， 则 级 数 将 有 
另外 的 和 ， 甚 至 完全 不 再 收 伍 ， 这 一 切 都 是 因为 级 数 (5) 
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{在 我 们 的 例子 中 这 是 调和 级 数 ) 是 发 散 的 . 当然 ; 你 们 明 拍 ， 
这 种 求 和 法 (其 结果 依赖 于 项 的 次 序 ) 决 不 能 搬 到 多 少 有 些 
像 有 限 和 的 框架 中 去 ;“ 条 件 收 襄 的 级 数 ”" 这 个 名 称 本 身 看 来 
明显 有 其 心理 上 的 前 所， 就 是 希望 只 在 有 已 知 的 约定 的 情况 
下 才 把 这 类 级 数 称 为 是 收 语 级 数 . 

因为 通过 排 询 级 数 的 项 就 可 能 改变 条 件 收 襄 级 数 的 和 坟 
至 破坏 条 件 收 伍 级 数 的 收 合 性 ， 所 以 在 这 方面 任何 条 和 件 收 全 
级 煞 给 了 我 们 实际 上 完全 无 限 的 可 能 性 ， 下 述 简单 的 然而 却 
是 精致 的 定理 就 指出 了 这 一 点 . 

定理 ， 加 果 级 数 (1) 条 件 收 将 且 * 为 任意 的 灼 或 罕 号 
士 oo 中 的 任 一 个 ， 风 适当 地 交接 这 个 级 数 的 项 的 决 序 总 能 得 
到 一 个 新 级 元 收效 于 位 。 

为 证 明 起 见 我 们 首先 来 建立 一 个 引 理 ， 它 本 身 也 不 无 意 

: 如 果 级 数 41? 条 件 收 往 ， 则 其 正 项 构成 发 散 的 级 数 (1") ， 


二 省 二 才 和 烛 时 胡 本 本 志 


dh 实际 上 , 令 5, 一 5, 十 8S’， 


香 办 本 有 和 


其 中 S。 为 级 数 (1) 中 含 于 S, 中 的 正 项 的 和 , 而 5S” 则 是 级 数 
(1) 中 含 于 S, 中 的 负 项 的 和 , 如 果 级 数 (1) 及 512 都 收 敏 , 则 
5, 及 9. 当 n 一 co 时 都 有 极限 ， 因 而 
Se 一 3 一 | + |wl 二 二 a 

也 趋 近 于 某 个 极限 . 即 级 数 (1) 是 钨 对 收 伍 的 .而 如 果 级 数 
《1 太 (1) 中 的 一 个 ， 璧 如 说 是 (1') 发 散 ， 而 另 一 个 人 (17 收 
伍 , 则 当 = 一 co 时 我 们 得 到 5, -> 二 co，5, -ec， 其 中 是 一 
个 数 . 由 此 得 5。= 5S; 十 Sx 一 十 oo， 即 级 数 (1) 发 散 . 这 就 是 
说 , 级 数 (1) 与 级 数 (1) 必须 是 向 时 发 艇 的 . 

现在 来 证 明定 理 ， 我 们 来 研究 两 种 情况 ， 

1) a 是 数 . 为 确定 起 见 令 a > 0. 这 时 我 们 将 把 级 数 (1) 
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的 项 按 这 样 次 序 排列 ， 首 先 按 其 自然 顺序 i 即 它 们 在 级 数 
1) 中 出 现 的 次 序 ); 取出 若干 正 项 ; 北 时 所 取出 的 项 的 和 将 
是 增加 的 , 当 这 个 和 刚刚 超过 a 时 , 我们 就 停 下 来 , 并 称 此 种 
为 转折 各， 然后 开始 接 姑 逐 琶 地 添加 级 数 忆 ) 的 仙 项 ，( 仍 按 
其 目 然 顾 序 }, 而 此 时 所 取 的 项 的 和 将 是 减少 的 , 而 一 当 它 小 
于 a 时 ， NG Hi dnd di er 
顺序 语 加 级 数 (1) 的 正 项 ,， … 无 限 好 继续 这 个 过 程 ,很 显然 ， 
我 们 就 把 级 数 (7 的 项 排 记 了 划 种 确定 的 次 序 我 们 需要 证 
上 时: 重组 的 级 数 有 和 但 首先 我 们 还 需要 前 明 所 述 作法 的 一 
个 细 厂 : 我 们 由 何 得 知 ,， 当 我 们 取 级 数 () 的 足够 多 的 正 项 时 
能 得 到 比 大 的 稳 ? 这 里 我 们 可 以 指望 我 们 的 直至 的 帮助 ; 根 
据 引 理 , 由 级 数 (] ) 的 正 项 组 成 的 级 数 是 发 散 的 , 因而 在 取 足 
路 多 的 这 样 的 正 项 之 后 ， 我 们 可 以 得 到 任意 大 的 和 ， 特 别 是 
大 于 a 的 和 , 由 此 引 理 ,在 整个 构造 的 余下 的 过 程 中 恰好 可 以 
相信 , 添加 正 项 返 早 会 使 得 所 到 的 项 之 和 超过 a; 而 添加 负 项 
则 会 使 和 小 于 a. 

以 此 方式 证 明了 我 们 的 构造 的 可 能 性 之 后 ， 我 们 现在 应 
当 证 明 , 新 级 数 的 部 分 和 时 而 大 于 a， 时 而 小 于 ,而 光 限 接 
近 于 这 个 数 . 从 我 们 的 构造 过 程 中 ， 很 显然 地 ， 若 取 新 级 数 
的 两 个 相继 的 转折 和 ， 则 其 所 有 的 其 余 的 和 都 将 介 于 它们 之 
上 回 ， 因 餐 我 们 只 要 评 明 转折 和 上 a 为 圭 杨 上限 就 够 了 很 显 缺 
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这 样 分 段 : 使 得 每 一 段 中 各 项 的 和 和 静 太 于 28 5 自我 们 已 证 明 
的 引 理 ， 这 是 可 能 的 )， 现 在 把 级 数 避 ;的 项 这 样 安排 ， 填 抑 
只 从 所 分 的 段 中 取 第 一 个 ( 按 其 自然 顺序 )， 然后 添加 -个 负 
项 即 第 一 个 负 项 ， 再 取 第 二 和 级， 浴 加 上 第 二 个 质 项 ，…… 四 
为 每 一 段 的 和 都 大 于 2P，, 而 每 一 个 希 项 按 绝 对 值 讲 者 不 大 于 
,所 以 当 取 了 5 个 正 的 段 及 x 个 贫 项 之 后 我 们 将 得 到 大 于 
2 一 Bi 二 Ba 的 和 ， 由 此 可 以 看 出 , 重组 的 级 数 的 部 全 和 和 洁 
n 一 co 诗 无 限 增 加 . 

我 们 特意 这 样 详 细 地 停留 在 这 些 构造 的 方法 十 ， 是 因为 
它们 是 这 样 的 有 意 妃 也 有 教 益 ， 迫 使 我 们 密切 关注 级 数 的 结 
构 ， 而 且 从 逻辑 上 解剖 它 ， 对 你 们 来 说 ， 下 面 是 一 -个 很 友 趣 
也 很 有 教 答 的 练习 :证明 通 过 适当 变换 每 一 个 条 件 收 伍 级 数 
的 项 ， 相 以 得 到 既 设 有 有 限 和 ， 也 没有 无 限 和 的 级 数 . 

无 穷 娄 可， 除 如 法 外 ， 另 一 种 算术 运算 一 一 乘法 一 一 
也 可 以 应 用 于 任意 多 个 数 ， 像 我 们 在 前 面 已 经 找到 了 项 数 无 
限 增加 的 和 的 极限 一 样 ， 这 里 我 们 还 可 以 提出 因子 个 数 无 限 
增加 的 积 积 的 极限 问题 . 类 似 于 无 穷 级 数 的 理论 ， 我 们 可 以 
建立 无 穷 滋 积 理论 ， 这 个 巴 经 创立 很 久 的 理论 确实 迄今 也 没 
有 像 级 数理 论 那 样 有 着 特别 多 的 应 用 ， 但 其 应 用 的 范围 已 经 
是 够 广阔 了 而且 逐年 增 大 )， 所 以 在 今天 它 必 然 进 人 每 -一 个 
有 教养 的 数学 家 的 武 库 . 

我 们 称 形 如 


CE Tz (56) 


的 式 子 叫 无 窃 乘 积 . 量 zw 一 zz2 e204 一 1,2…) 我 们 称 之 
为 部 分 乘积 , 而 limr, 若是 存在 的 话 , 则 称 之 为 积 (6) 的 值 ， 
今后 所 有 地 方 我 们 都 始终 认为 所 有 的 因子 都 是 正 数 。 对 
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于 因子 始终 采取 这 样 的 限制 ， 绝 对 不 是 因为 想 简 化 研究 ， 而 
通常 是 因为 ， 研 究 负 因子 的 积 ， 一 方面 只 要 改 变 一 些 因子 的 
符号 马 土 可 以 化 为 正 因 子 的 情形 ， 而 另 一 方面 是 因 为 ， 它 没 
有 什么 现实 的 意义 ， 有 许多 考虑 都 导致 后 一 条 结论 ， 它 类 似 
于 收 合 级 数 的 这 样 一 个 性 质 , 即 当 nn -> co 时 级 数 的 第 = 项 趋 
和 近 于 零 ， 在 无 穷 乘 积 中 第 个 因子 >。 应 当 (这 点 容易 证 明 且 
我 们 很 快 就 来 证 明 ) 趋 近 了 于 1, 这 就 表明 , 所 有 的 因子 从 某 一 
个 起 ， 痢 应 当 不 仅 是 正 的 ， 而 且 应 当 任 意 地 接近 于 1. 
在 正 因 子 的 情形 对 无 穷 乘 积 的 研究 很 显然 地 通过 简单 的 
求 对 数 就 可 以 化 为 对 无 穷 级 数 的 研究 . 令 vw 一 Inz,, 2, 二 0"， 
我 们 看 到 乘积 (6) 的 收 伍 性 等 价 于 级 数 
8 i Le C7) 
的 收 伍 性 ， 并 且 这 个 级 数 的 和 SS【〔 当 其 收 伍 时 ) 等 于 乘积 (6) 
的 值 x 的 对 数 ， 这 个 法 由 只 有 一 -个 例外 ， 若 xx = 0, 则 级 数 
(7) 很 显然 是 发 散 的 (部 分 和 有 极限 一 co)， 但 其 值 等 于 零 的 
无 穷 乘 积 在 许多 其 他 的 方面 有 着 完全 独特 的 状态 ， 与 其 说 它 
像 一 个 收敛 级 数 ， 不 如 说 它 更 像 一 个 发 散 的 级 数 ， 比 如 当 
x 二 0 时 要 便当- o0 时 xz, -> 1 就 不 是 必要 的 (例如 取 x, = 


方 ,ma = 1,2,… 就 是 了 )、 由 于 这 些 情况 ,所 以 规定 当 x 一 0 


时 来 积 (6) 是 发 散 的 ,因此 这 个 乘积 的 收 敏 性 应 定义 为 它 有 
一 个 正 的 ( 非 零 的 ) 极限 = 一 mx, 存在, 在 此 定义 下 乘积 (6) 


的 收 全 性 很 显然 地 丝毫 不 差 地 等 价 于 级 数 (7) 的 收敛 性 . 

上 面 指 沿 的 能 把 无 穷 乘 积 的 理论 完全 简化 为 对 级 数 的 研 
究 ， 使 得 我 们 有 理由 想 , 没有 任何 必要 去 建立 关于 无 穷 乘 积 
专门 的 理论 。 但是， 如 同 在 许多 类 似 的 情况 中 一 样 ， 这 个 结 
论 是 错误 的 ， 在 数学 中 常常 是 这 样 的 ， 对 原来 就 有 过 的 一 组 
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问题 给 出 新 形式 的 提 法 ， 一 方面 会 导致 完全 新 的 问题 ， 而 元 


一 方面 启发 和 促进 老 问题 的 解决 
在 无 穷 乘 积 理论 中 通常 把 因子 >, 写成 1 十 xm 的 形式 (其 
中 一 1 之 坟 过 十 0) 这 时 严 一 林 c1+ wo 而 乘积 (6) 见 
改写 为 和 
(十 (十 2) wr(1 十 4) 二 1TG 十 xn， (8) 
如 果 乘 积 收 敏 , 则 当 n -> co 时 , 悉 0 之 x 所 十 0. 


由 此 得 当 -> co 时 有 
元 i. 

至 m 一 ee 1 一 们 ， 和 i ] . 
Rl 和 "一 1 


比较 乘积 (8) 同 级 数 (7) 表明 , 与 正 项 级 数 对 应 的 溢 积 ， 
是 其 中 xz, 实 1, 或 者 说 汪 0 0 一 1,2,"') 的 乘积 (与 负 项 
级 数 对 应 的 是 z, 志 1, ww 记 0 了 的 乘积 )， 这 使 得 我 们 首先 要 研 
究 其 所 有 的 zx 都 有 同样 符号 的 无 穷 乘 积 ,与 这 类 乘积 有 关 的 
最 有 用 的 命题 如 下 ， 

定理 . 如果 所 有 的 zu 都 有 同样 的 符号 ， 则 要 乘积 (8) 
收效 ,必须 而 且 只 需 级 数 

下 | 十 ii 十 "一 是 十 (CQ) 
收 敲 ， 

证 骨 . 首先 , 我 们 有 权 假 设 当 nn 一 呈 时 x 一 0, 估 为 在 
相反 的 情形 ， 如 同 我 们 知道 的 那样 ,不 仅 乘 积 (8) 发 获 ， 而 且 
级 数 (9) 也 发 散 ， 因 而 定理 成 立 ， 下 面 我 们 分 为 两 种 情形 . 

了 》 设 志 字 0 (一 1,2,…'). 因为 当 x 一 0 时 e* 与 1 十 
z 相差 一 个 关于 z 为 正 的 二 阶 无 穷 小 ， 故 对 充分 太 的 nn 有 

ey 之 1 十 各， (10) 
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以 5 来 表示 级 数 (9) 的 部 分 和 且 为 方便 计 , 设 不 等 式 (10) 对 
任何 ”= 都 成 立 〈 这 不 失 讨 论 的 一 般 性 ,因为 在 下 和 伍 性 的 问题 
中 总 是 能 够 丢掉 级 数 或 者 蒋 积 最 初 的 任意 有 限 数 的 项 而 不 影 
响 共 结果 )， 当 = 一 1,2,… 时 我 们 对 这 些 不 等 式 逐 项 相 乘 
得 
ezsn < A Em. 

如 有 级 数 (9) 收 襄 , 则 当 r 一 2 时 5 之 5 之 十 oo， 而 因此 
有 x 之 之 十 oo， 到 是 zw 是 有 界 的 ,因而 乘积 148) 收 伍 ， 反 
之 , 知 乘积 (8) 收 伍 , 则 当 关 一 ee 时 上 过 天 扫 十 ee 这 就 表明 


5 nx oo * 


好 和 5S 是 有 界 的 ， 因而 级 数 (10) 收 合 . 

2) 令 瑟 0 {9 一 1,2,:…)， 与 前 面相 仿 我 们 得 到 (这 里 
5 < 0) 

Ew < en, 

由 此 与 前 面相 仿 地 我 们 可 以 证 明 ; 当 5 守 5 半 一 co (级 数 
(9) 收 钱 的 情形 ) 时 x, > e5 汪 0 乘积 (8) 也 收 敏 ; 反之 当 
ra > 人 0 时 我 们 有 5% 宇 lnn, 六 inz 汪 一 00, 即 从 莱 积 (8) 
的 收敛 性 推 得 级 数 (9) 的 收 合 性 . 

把 乘积 (6) 或 者 (8) 同 级 数 (7) 进行 比较 直接 可 以 得 出 对 
于 无 穷 张 积 的 Cauchy 准则 ， 要 乘积 (8) 收效 ， 必 须 而 且 只 须 


二 呈 和 时 昌 共 


对 于 无 论 怎样 小 的 e>0 ,对 于 充分 大 的 以 及 任意 的 上 ,都 有 


| 


ey 


1—E< atw<i+te (11) 
但 对 于 其 中 的 保持 不 变 号 的 乘积 而 言 ， 由 我 们 证 明 过 


的 定理 ， 这 个 准则 可 以 代 之 以 男 一 个 形式 ， 而 在 大 多 数 情 况 
上 上 用 起 来 方便 得 多 因为 要 估计 和 一 般 说 来 是 比 佑 计 积 要 容 
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易 得 多 的 )， 财 我们 显然 可 以 对 上 和 面 陈 述 的 准则 不 着 性 何 改 
恋 ， 而 只 以 不 等 式 


> di 一 & 
代替 不 等 式 t11). 只 是 要 记 住 , 这 种 形式 的 Cauchy 准则 只 
所 有 的 ,部 保 持 同 号 时 才 成 立即 可 . 


址 己 的 是 ， 在 本 教程 的 范围 内 我 们 对 有 趣 的 无 穷 聚 积 阅 
题 只 能 限于 上 述 ， 现 在 转 到 下 一 个 题目 . 

更 数 航 数 .。 至 今 为 止 我 们 所 研究 的 级 数 的 项 都 是 数 . 但 
是 你 们 当然 知道 ， 对 于 分 析 来 讲 首先 需要 的 是 函数 级 数 ， 妈 
其 项 是 某 个 自 变 量 的 函数 这 样 的 级 数 . 对 于 这 类 级 数 的 理论 ， 
我 们 至 今 所 研究 的 一 切 起 着 预备 材料 的 作用 . 

设 

PT) Wat? (12) 
是 这 样 的 级 数 , 其 各 项 都 是 定义 在 某 个 区 间 [a,6] 上 的 某 个 
和 变量 的 函数 , 给 这 个 变量 以 某 个 数值 x 一 a, 我 们 就 把 级 


数 (12) 变 成 通常 的 数 项 级 数 3 uta)， 从 数 项 级 数理 论 的 观 


太 看 来 ， 可 专 因 雌 捐 出 ，(12) 式 所 表示 的 不 是 一 一 个 级 数 ， 而 
是 不 同 的 级 数 构成 的 整个 一 个 的 连续 统 . 

当然 ， 显 然 地 ， 对 于 函数 级 数 而 言 ， 收 合 性 问题 比较 数 

项 级 数 而 言 变 成 了 完全 是 另 庆 一 回 事 ， 对 于 级 数 {12) 来 说 

提出 其 收 人 证 或 发 散 的 疝 题 是 没有 意义 的 ， 因 为 一 般 说 来 ， 它 

对 蔗 的 一 些 秆 是 收 合 的 ， 而 对 的 男 一 些 秆 则 是 发 散 的 . 在 

这 里 问题 的 合理 的 提 法 是 ,对于 已 知 区 间 [a ,5]J 上 的 什么 样 的 

z 值 级 数 (12) 是 收 伍 的 而 对 入 么 样 的 值 是 发 散 的 ? 我 们 称 这 

” 样 的 = 值 的 集合 为 该 级 数 的 收 伍 区 域 ， 在 其 上 级 数 收敛， 而 
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把 使 其 发 散 的 值 的 集合 称 之 为 发 散 区 域 我 们 看 到 对 消 数 级 
数 曾 言 收 敛 性 河 题 首先 在 于 抄 出 其 收 人 证 区 域 . 在 这 里 我 们 不 
浪费 时 间 来 研究 例子 了 、 国 为 在 今后 它们 多 的 是 . 

对 函数 级 数理 论 的 所 有 解析 应 用 而 言 ， 一 致 收复 的 概念 
有 着 基本 意义 ， 现 在 最 好 就 来 定 多 这 个 概念 ， 如 果 级 数 (12) 
对 某 小 集合 好 的 每 一 点 ( 即 对 所 有 的 zE af) 都 收 黎 , 则 此 级 
数 的 余 项 

z nix) = Sr) — SCr) 

(当然 与 级 数 的 和 S(tx) 及 部 分 和 5S,(zx) 相似 ， 它 也 是 二 的 函 
数 ) 对 任何 zE 1 当 n 一 oo 时 都 趋 近 于 怜 . 为 了 我 们 的 目的 ， 
需要 更 加 详细 地 描述 一 下 这 个 事实 ; 对 任何 x € iM 以 及 无 论 
蚊 样 的 > 0, 都 存在 着 这 样 的 no 《当然 不 仅 与 ss 有关， 而 且 
与 zx 有 关 )， 使 得 对 任何 请 闻 mm 有 | 之 e. 现在 令 e 不 
变 , 而 让 数 x 踊 包 整个 集合 好 ,此 时 对 每 一 个 都 可 以 找到 
自己 的 wm， 即 在 该 级 数 中 的 “位 置 ", 从 这 个 位 置 开始 rz)| 
< e 但 在 此 级 数 中 是 否 存 在 着 这 样 的 一 个 同样 的 “位 置 ”， 
从 它 开始 , 不 等 式 |r,(zx)| 二 8 对 任何 x E M 都 成 立 ? 很 显 
然 地 , 这 要 取决 于 我 们 前 面 对 不 同 的 x 所 建立 的 那些 数 m 的 
da 与 否 . 如 果 这 些 数 中 有 最 大 的 ， 则 很 显然 地 ， 可 以 

它 作 为 这 种 “位 置 ”， 从 它 开始 对 任何 xz E M 都 月 |r,tx)| 
之 如 果 在 我 们 所 建立 的 数 m 中 有 任意 大 ( 即 SUD ma 一 
十 se) 数 ， 则 这 就 表明 无 论 在 我 们 的 级 数 中 走 多 和 远 , 总 可 以 
找到 这 样 的 x E€ 于 ,对 它们 而 言 要 找 的 “位置 * 还 是 没有 达 
到 , 还 在 更 远 的 地 方 ， 此 时 要 选择 这 种 同样 的 no 使 得 它 在 上 
述 意 义 上 对 任何 xz E 邓 都 适合 ， 很 显然 是 不 可 能 的 , 

我 们 来 看 后 一 类 型 的 一 个 例子 ， 当 +n 谤 1 时令 

ST) = Tr 1)， 
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UT 一 2 一 2 一 2 
很 原 的 地 ， 对 任何 zE 00，1] 都 有 半 n 一 2 时 5 (xr) 一 0, 因 
此 

一 
由 此 得 

a 

rr A A {tr 二 12, 惠 洛 
因为 数 2-* 对 和 任何 # 都 属于 区 加 [0,1]， 所 以 想 找 一 个 n。 使 
得 对 和 柱 一 个 xz 蕊 1[0,11 吕 要 斌 vo 就 有 r,t)| < 地, 这 是 
不 可 能 的 , 因为 只 费 取 zx 二 2-*, 就 发 现 jr,(x)| = 二 而 不 是 
<< 十. 这 就 表明 ， 我 们 这 里 实际 上 是 上 述 第 二 种 情形 ， 在 区 
16 中 为 了 直观 一 点 , 画 出 了 曲线 y 一 | (xz)i 以 及 对 大 的 的 
y 二 |rsCz)1 的 路 图 . 曲线 y= C0) | 当 了 = 2 时 有 被 大 
秆 等 于 廊 ， 自 这 个 点 向 左 ， 除 其 邻近 处 外 ，|x,(x) | 处 处 部 显 


得 特别 小 . 当 增加 时 点 2 无 限 接近 于 1. 从 此 图 上 我 们 直 


~ 
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接 看 到 是 怎么 一 -种 现象 ， 这 如 轰然 春来 好 像 是 性 论 一 样 ， 当 
n> 9 肝 对 每 一 个 x+ 我们 都 有 r(xz) 0, 同时 对 每 一 个 部 
有 这 样 的 x， 使 得 |r,tz)i = 二 .这 事 可 以 这 样 解 释 ， 使 
rt) | 获得 极 太 值 的 点 ， 当 增加 时 并 不 固定 在 一 个 位 置 . 
丙 当 ”~ 时 则 右 移 动 而 无 限 趋 近 于 1， 这 也 即 是 说 ， 当 >” 
增 时 , 尽管 对 每 个 固定 的 x ,r,tx) 都 会 趋 于 0, 但 在 = | 
比较 起 来 。 这 个 趋 于 8 的 过 程 中 总 会 有 一 个 点 “落后 ”， 
个 点 ,r(x) 不 但 没有 接近 0， 而 且 始 终 是 一 ， ail 
后 不 是 固定 的 ， 而 是 始终 在 向 与 点 1 靠近 的 方向 移动 着 .我 
们 不 由 得 期 望 在 点 1 处 这 种 落后 性 密集 在 一 起 后 会 引起 级 数 
的 及 散 ， 但 实际 上 在 点 1 处 准 是 表现 得 非常 顺利 ， 因 为 此 时 
对 任何 n 静 有 x(x) 一 0， 

现在 我 们 再 回 到 我 们 前 面 已 经 约定 要 加 以 区 别 的 两 种 情 
况 ， 我 们 就 说 其 中 第 一 种 情形 , 级 数 (12) 在 集合 村 上 一 致 收 
演 ， 而 串 二 种 情形 是 非 一 致 收银， 这 就 是 说 ， 级 数 (12) 在 某 
个 集合 M 上 是 一 致 收 合 的 ,如 果 对 于 任意 小 的 :> 0 都 存在 
着 一 个 mm ( 仅 与 e 有 关 而 与 x 无关 ), 使 得 对 任何 渤 n 以 及 
任何 M, 静 有 

[Cy| < 

我 们 上 面 详 细 地 考察 了 表现 了 非 一 致 收 伍 的 典型 特征 的 

例子 ,还 要 指出 ， AN 
TAT), fotr)s ss, FT), 

向 极限 函数 A(x) 的 一 到 收 化 性 这 时 "zy 所 指 的 是 差 
jc) 一 zi 我 们 也 同样 可 以 说 级 数 的 一 致 收 敏 性 等 价 于 
其 部 分 和 序列 的 一 致 收敛 性 . 

如 果 说 对 于 级 数 的 算术 运算 ,重要 的 是 其 绝对 收 伍 性 ,这 
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一 点 我 们 已 经 看 到 ， 则 村 于 相当 一 部分 其 有 解析 运算 特征 的 
情况 结论 是 ， 其 一 到 收 合 性 是 很 方 俐 的 且 有 时 是 不 可 少 的 
前 所 .我 们 马上 来 研究 几 个 例子 确认 这 一点. 
当先 来 研究 这 样 的 问题 ， 在 什么 条 件 下 河 以 确信 和 汝 数 
(12) 的 和 356z) 的 连续 性 ， 如 果 已 知 其 所 有 项 都 在 区 则 [ae ,站 ] 
上 连续 的 话 、 此 时 和 函数 sfcr) 也 可 能 是 间断 的 , 下 而 的 例子 
就 指明 了 这 一 点 : 
U1 1)， 
valijs= l= (nor ly)s 
i， 当 0 志 工 之 1， 
0， 当 z = 1. 
人 0 0 则 从 其 项 的 连续 性 


二 学 要 过 四 志 时 电 


ST) = 


让 时 芝 和 和 唱 生 


其 所 有 项 ua Ct) ) (这 也 表明 其 所 有 的 部 分 和 
sur) 在 La,5 上 连续 , 邻 a 为 区 间 [a ,站 中 的 任意 的 一 个 数 
且 为 任意 小 的 正 数 ， 由 级 数 (12) 的 一 致 收 敏 性 的 假设 我 们 
可 以 取 这 样 大 的 x、 使 得 


1S, (zy 一 Sr < 


对 任何 ze fa ,村 都 成 立 ， 和 暂时 国定 这 个 并 利用 盟 数 SCz) 
在 区 间 La,8] 上 的 连续 性 ,特别 是 在 其 中 点 处 的 连续 性 ,我 
们 可 以 断言 ,对 点 w 的 某 个 邻 域 U 中 的 任何 x 点 都 有 


(3.7) 一 SCa)1 < 1 


但 此 时 对 任何 zE 了 有 
14 一 Sa 13Cr) 一 SCzr)1 十 132 一 SCa)] 十 
[SCe) 一 Sea) | 
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< 全 3 本 = I 

而 此 即 表明 西数 542) 在 = a 处 连续 ， 

适 才 证 明了 的 命题 之 道 不 成 立 ， 在 该 级 数 非 一 致 收 化 的 
某 些 情形 下 级 数 的 和 仍 可 能 连续 ， 这 可 以 从 第 100 页 上 我 们 
所 做 过 的 例子 5.(zr) 二 x"(1 一 zx") 中 看 到 ， 在 那里 ， 级 数 是 
非 一 致 收 伍 的 ， 然 而 其 和 在 整个 所 考虑 的 区 间 上 都 等 于 零 内 
而 是 连 玻 前 世 即 是 说 ， 连 续 焕 数 项 的 级 数 的 一 致 收 俩 性 保 
证 了 其 和 的 连续 性 ， 但 孝 不 是 连续 性 的 必要 的 前 提 ,，， 比 我 们 
所 考虑 的 更 加 深入 的 理论 ， 能 够 建立 起 保证 和 的 连续 性 的 必 
要 的 衣 间 也 是 充分 的 收 敏 性 特征 ， 但 是 ， 在 实际 上 ， 和 的 这 
续 性 几乎 总 是 作为 级 数 的 一 致 收 敏 性 的 结果 而 得 出 的 ， 

一 残 收 令 思 想得到 本 扶 上 的 应 用 的 另 一 个 问题 就 是 晤 数 
级 数 的 “ 逐 项 积分 ”问题 ， 设 级 数 (12) 的 所 有 项 都 是 闭 区 闻 
[ea ,村 上 上 的 连续 阔 数 (因而 也 是 可 积 沙 数 }. 能 否 确定 ; 示 时 该 
级 数 的 和 Stx) 也 在 此 区 间 上 可 积 且 有 


[Srydr = 3 ulx) dx, (13) 


上 


和 和 有限 和 的 情况 一 样 ? 穿 易 看 出 ， 在 至 今 为 止 我 们 所 考察 的 
所 有 例子 中 等 式 (13) 实 际 上 是 成 立 的 .当然 ， 它 等 价 于 下 述 
两 个 等 式 之 一 : 


BB 上 

im| Ca | SCnaz， 
鼎 

tim| a 


但 是 ， 可 以 指出 ， 这 些 关系 并 不 总 是 成 立 的 ， 首 先 可 以 
看 一 个 秋天 数 54z) 在 区 间 Fa ,的 土 不 可 积 的 例子 ， 为 此 只 要 
选 ( 锡 1]7) 下 述 例 子 就 足够 了 ， 
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ee 0 和 IT 和 一) ， 


| 

1 

2 
二 


1 
(关于 tz) 一 S.Cz) 一 SS,_1{z) 相 应 的 表达 式 , 如 果 方 便 的 话 ， 
你 们 自己 容易 懂 出 )， 和 和 隔 数 


sw 当 0 < zl 


0， 当 二 向. 
正如 你 们 所 了 解 的 ,在 区 间 [9,11 上 是 不 可 积 的 (因为 


| seedz jn 二 当 a ~ 0 时 是 趋 于 oo 的 ). 


J 


图 17 图 ]8 


但 可 能 有 这 样 的 情形 发 生 ， 函数 Sfz) 在 区 间 Fa ,25 上 可 
积 ， 而 等 式 (13) 却 不 成 立 ， 例 如 ; 今 ( 图 18) 
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国人 一 FT 一》 1 :人 & ZE 1). 


因为 当 0 所 x 所 工时 1imnz” 1 一 0 中 , 鼓 Str) 一 010 祥 
xz 扫 1),， 于 是 有 
| scoadz 一 0. 
但 是 容易 计算 


1 TO a ] 
本 | — 
| dz a {A 全 ma 2 Dton 一 了 


站 二 不 成 立 . 但 是 容易 证 明 ， yy 


二 响 和 


各 知道 名 激 $x) 在 阿 区 向 [a, 杂 上 连续 时 侧 它 在 闭 区 间 
[a,8j 上 可 积 ; 其 次 ,对 任何 e 汪 0 部 存在 着 这 样 的 整数 ,使 
得 当 坟 之 wo 时 对 区 间 [La;5] 上 的 任何 x 有 


[ref < 
应 用 我 们 熟知 的 积分 学 的 定理 , 从 |x) 所 Fx) (过 工 朱 
让) 推 得 
bh | | 
repaa | <| PtrIdr, 
我 们 因此 得 到 
人 Geoaz Epa) (Cn); 

由 的 任意 性 就 得 出 

”初等 的 证 明 是 这 样 的 ; 令 0<z 所 1, 二 一 sz 一 1 一 y 人 > 


0 ， 此 时 2s" 二 说 十 yy" 守 十 ny 十 Dy Dy 礁 nx 


= 2 一 到 —¥ 
a 0 ( 当 n 一 ce 时 )， 
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[ndr>0 C 当 n> 00 时 ), 


而 这 即 等 价 于 等 式 (13)， 

这 样 ， 一 致 站 化 性 是 连续 函数 的 级 数 可 以 进行 逐 项 积分 
的 充分 条 件 . 然而 正如 前 一 个 问题 中 所 指明 的 一 样 ， 它 并 不 
是 可 积 性 的 必 槛 条件 .为 证 明 这 一 点 ， 只 要 再 充分 研究 一 
第 100 页 所 引入 的 例子 就 够 了 ， 这 里 收敛 是 非 一 致 的 ， 但 疗 
时 当 wn->oo 计 却 有 


| rr)dz= | 2 da -| a 


即 等 式 (13) 成 立 .并 
具体 的 已 知 级 数 的 一 项 收 合 性 时 党 总 是 通过 下 述 简 单 的 


1 


34 十 -a 


充分 太 的 n 以 及 对 任何 2 E M 都 有 
| za， 【 工 ) | Ee ins 
则 级 数 (12) 在 集合 M 上 一 致 收敛 ,实际 上 ,在 定理 的 条 件 下 


对 充分 大 的 # 以 及 任何 > 0 及 任何 x E 好 ， 都 有 
iat 二 Hat) 二 过 


> (| 所 < qi < €, 
(后 一 个 不 等 式 成 立 是 根据 Cauchy 准则 对 任何 充分 大 的 nn 及 
任何 站 盖 0 成 立 )}. 由 此 按 Cauchy 准则 级 数 (12) 收 侣 ,而 对 
充分 大 的 2 及 任何 zx EE 时， 都 有 
tr CT}| < <E。 


加 ” 琴 者 注 . 本 书 没有 讲 级 数 可 否 次 项 求 导 的 问题 . 这 -问题 更 复 
杂 . 可 以 参看 任 -- 本 比较 完备 的 数学 分 析 教 程 . 
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此 即 所 要 证 明 的 . 

大 手数 ， 无疑 地 ， 对 于 分 析 而 言 最 重要 的 一 个 特殊 的 
网 数 级 数 类 是 所 请 大 级 数 ， 即 形 如 

ao 十 中 让 十 do 十 司 十 an 十: (14) 

这 样 的 级 数 ， 其 中 or rr pdre 是 已 知 的 实数 时 我 们 
这 里 来 研究 这 类 级 数 的 一 些 最 重要 的 性 质 . 

你 们 首先 要 知道 ， 对 器 级 数 而 言 总 是 本 在 着 以 点 0 为 中 
心 的 某 个 开 区 间 ( 一 ”>r) 称 为 收 伍 区 间 , 在 其 内 已 给 的 级 数 收 
伊 ， 而 在 其 外 则 级 数 发 散 . 数 - 称 为 已 知 级 数 的 收敛 半径 ， 六 
可 以 是 从 0 到 十 oo 的 任何 值 ， 包 含 这 丙 个 极端 的 值 例如 当 
a =n! 时 r = 0; 当 a, 一 方 时 7 一 十 oo) 给 出 了 收敛 半径 ， 
就 决定 了 已 给 级 数 的 收敛 区 间 , 只 有 其 两 个 端点 不 能 确定 , 也 
即 是 说， 收 伍 区 域 可 以 是 闭 的 ， 或 者 是 开 的 区 阳 ， 最 后 或 者 
也 可 能 是 “ 半 闭 区 间 ”,， 即 包含 其 端点 之 一 而 不 包含 另 一 个 的 
区 加， 例如 : 0 其 系数 分 别 为 a, = 1, a, 一 
7 十 了 0 一 二 二 5 的, 每 一 个 收 敏 半 径 都 等 于 1. 其 中 的 


第 一 个 级 数 当 工 二 1 及 xz 一 一 1 时 发 散 ， 即 在 收 训 区 间 的 两 
个 端点 人 外 发散 (该 级 数 是 以 x 为 公 上 比 的 几何 级 数 )}; 第 二 个 级 


4 Hd 


妆 当 xz = 1 时 次 成 调和 级 数 , 而 当 x = 一 1 时 则 变 成 为 
“Leibniz 级 类” 
1 一 去 十 十 一 十 十 尺 十 二 一 一 土 十 … 


因而 它 当 x = 1 时 发 散 而 当 z = 一 1 时 条 件 收 伍 ， 第 三 个 级 


Tf 译 者 注 . aovat， “… 称 为 其 级 数 (14) 的 系数 . 它们 时 常 是 
复数 ， 而 下 而 人 结论 对 和 数 系 数 的 区 数 加 修改 也 都 是 世 立 的 但 
a; 种 x 都 是 复数 的 军 级 数 这 本 教程 中 不 加 讨论 ， 
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数 则 在 收敛 区 间 的 两 个 端点 处 都 绝对 收 货 . 

我 们 简单 讲 一 下 怎样 来 证 明 每 级 数 的 收 分区 域 有 这 样 特 
别 的 形状 ， 其 推导 是 基于 一 个 美妙 的 定理 : 如 果 级 数 (14) 当 
x 一 “时 收敛 , 则 它 对 任何 |z| <a 的 了 值 都 绝对 收 策 . 证 明 
是 这 样 的 , 从 级 数 (14) 当 xz 一 a 时 的 收 化 性 得 出 ; 当 ce 
时 ae 一 0. 这 就 意味 着 存在 着 这 样 一 个 CC 汪 0, 使 得 |a,e"| 
< 一 120) 现在 令 |zx| 三 a， 则 有 

Dhar =o Dar oll 

[te 
| 
因为 右边 与 无关, 所 以 左边 当 -> oo 时 是 有 界 的 . 即 级 数 
(14) 钨 对 收获 . 由 此 定理 马上 可 以 得 出 早 级 数 惧 伍 区 域 的 特 
殊 的 形状 ， 因 为 离 零 点 比 z 近 的 所 有 点 与 点 一 起 都 属于 该 
区 域 。， 此 定理 的 另 一 个 推论 是 ， 在 收敛 区 域 的 每 一 个 内 点 处 
级 数 (14) 前 绝对 政 仑 ， 至 于 一 致 收 傅 性 , 则 对 于 整个 收 仑 区 
间 , 我 们 还 不 能 做 出 断言 ,正如 已 经 有 几何 级 数 (a, 一 1) 的 
例子 所 指明 的 那样 无 论 对 于 多 么 大 的 n, r,(z) 二 以 会 


点 .- 才 二 


变 得 任意 大 , 只 要 x 充分 靠近 于 1. 但 是 容易 证 明 ; 若 一 个 区 
问 连 同 其 端点 包含 于 收敛 区 间 内 部 @ 则 蹇 级 数 在 此 区 间 上 都 


FF 


一 致 收 合 ， 实 际 上 , 令 7 为 级 数 (14) 的 收 敏 半径 且 设 0 < 


Ee 二 
“0 


口 闯 埋 注 . 俄 文 数学 著作 中 “在 区 间 内 部 ”一 语 是 指 存 在 一 -个 充 
分 小 的 7 之 0 使 这 个 区 间 包 含 了 闭 区 间 [ 一 r+ 十 #7 一 训 , 而 在 任何 一 个 
这 样 的 用 区 间 内 考查 某 问 题 ,就 说 是 在 “区间 内 部 ”考查 此 问题 这 里 + 
是 收 伪装 径 ， 下 文中 给 出 了 rr 而 这 里 的 #¥ 妈 + 一 rm 下文 Ix1 所 原文 
作 |xt 之 x, 译 者 作 了 修改 . 
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< r 对 任何 满足 不 等 式 |z| 之 的 ,我们 对 任何 都 有 


| 入] 
而 因 >，|a,ir…” 是 收 伍 的 下 项 级 数 ,， 则 级 数 (147 按照 第 107 


中 所 证 明 的 准 册 就 是 在 区 疗 |x| 所 ”上 一 致 收 伍 的 . 

上 此 和 定理 巡 外 还 可 扒 得 一 个 十 分 重要 的 推论 ， 寄 级 数 的 
和 是 其 收 侠 区 域 的 每 一 个 内 点 处 的 连续 务 数 

如 果 级 数 (14) 当 王 rr 时 也 收 黎 ， 风 可 以 局 时 斯 言 其 在 
区 团 L0,>] 上 一 致 收 煞 (这 就 表明 其 和 在 该 区 间 上 连续 )， 这 
就 是 着 名 的 Abel 定理 ， 它 在 函数 论 中 起 着 重要 的 作用 ， 

要 证 明 这 个 定理 我 们 先 来 建立 下 述 也 属于 Abel 的 初等 
引 理 : 


Da 一 卢 = (dn— dn 1 dn ,Pn 一 1 十 Ga 上 ea 9 


其 中 a 而 as 和 br 是 任意 的 数 . 
实际 上 
"a 
Da Bo ba) an (一 名 十 an 一 本) 


一 个 | 
tan atbn +e bar) as hn, ,2) 
an, (Bs, — Bn —1 ) 
=—— Ar bn -1 tp (an, 一 cn +12 十 器 (Qn +i 人 1 2 
一 es 下放 Go 一 dn, Ban, 


mr 
让 Db lds— dup ) a bn -1 + an tb,. 


n= 


现在 我 们 来 证 明定 理 本 身 . 
上 bel 定理 . 车 级 数 (11) 当 工 一 >>0 时 收 鼓 ， 唱 它 在 
区 闻 0 近 工 世 rr 上 一 歼 收 训 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www. fineprint.com cn 


级 数 131 


证 明 . 令 e 为 任意 的 正 数 ， 出 Cauchy 准则 对 充分 大 的 
n 以 下 尾 何 & 计 0， 都 有 


驯 - 二 是 
Var|lce 
如 二 1 | 
六 下 
A 因而 有 |oi| 二 ee (二 0,1， 

RE I 

由 十 虹 

DD) ar’ 一 ar 二 Dem) 

"二 村 二 1 

= > 人 


而 由 于 已 证 的 引 理 (也 由 等 式 w = 0) 得 
Da | | ] Sa{ (Ey oR (Eyre de)! 


中 
rntis) 开 1 
< Olel(7) = 
上. 
< -| 过 a 二 
< sll 3 


a E(t < £, 


由 Cauchy 准则 我 们 由 此 得 到 级 数 (id4) 收 伍 . 对 其 取 当 上 一 co 
时 的 极限 ,我 们 从 后 一 不 等 式 得 出 ,对 充分 大 的 nn 有 
rE 0 和 IT); 

这 即 表 明 级 数 (14) 在 闭 区 则 8 ,r] 上 一 致 收 敦 . 
必须 指出 ,从 级 数 (14) 当 z = 二 + 时 的 收 人 钱 性 得 出 其 在 整 

个 区 间 ( 一 ryr) 上 的 一 致 收 伍 性 是 不 正确 的 ; 例如 级 数 

ER 
当 并 一 王 时 收 系 , 而 县 显然 地 当 工 一 一 1 冉 发 散 . 它 在 其 整个 
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收 委 区 间 ( 一 1,1) 上 并 不 一 致 收敛 ， 

马上 可 以 明白 ,关于 竹 级 数 的 最 重要 的 问题 之 一 便 是 由 
级 数 的 已 给 的 系数 a 来 确定 其 收 合 半径 +r. 当然 ,你 们 可 能 知 
道 ; 正 项 的 数 项 级 数 收 人 鲍 性 的 初等 法 则 使 得 有 可 能 在 某 些 特 
殊 的 假定 之 下 解 次 此 问题 . 


例如 若 当 4 一 co 时 存在 极限 lim 1a,| 一 4， 则 相应 于 


0 < 一 十 oo 一 0 及 ! 一 二 ce, 有 r 一 本, 十 oo 或 0. 但 是 ， 


可 以 指出 一 个 在 任何 情况 下 解决 此 问题 的 方法 而 不 要 求 
lim V ia,| 存在 


定理 。 设 fim V la,l = 2 则 此 时 


于 


r= 


0， 当 一 十 ce， 
+ ee， 当 i? 一 0. 

印 为 上 极限 (有 眼 或 无 随 ) 对 任何 序列 都 存在 , 则 此 定理 
实际 上 在 一 世情 况 下 解决 了 所 提出 的 问题 . 

在 诈 明 开始 之 前 ,我 们 注意 到 , 如 果 数 是 某 个 序列 的 上 
极限 : 则 对 任何 s 盖 0 从 该 序 广 的 某 个 位 置 开 始 的 所 有 项 都 要 
小 于 1 十 6. 肥 之 ,在 该 序列 的 充分 远 的 地 方 总 有 数 太 于 i 一， 

定理 的 证 朋 . 1) 设 0 <1 < 十 oo, 令 + = 十 .需要 证 明 
级 数 (14) 当 0 < 之 工 之 r 时 收 但 而 当 zz 污 7 时 发 散 

ja). 设 0< 近 工 所 ”一 因而 有 tz 之 1 很 显然 地 可 世 


选择 eg 0) 之 这 样 小 ,使 得 (十 a) < 之 1. 从 数 / 的 定义 得 出 ， 
对 充分 太 的 x 有 
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ER 
于 是 因而 有 
[las | [er 

因为 十 8)z 之 1, 则 级 数 (14) 的 项 按 其 绝对 值 来 讲 对 充分 大 
的 2, 不 能 超过 牙 伍 的 几何 级 数 [CG 十 sz" 的 对 应 项 , 因 
而 得 到 级 数 (14) 的 收敛 性 . 

15)。 令 z>r 一 十 , 国 而 zz>>1. 对 于 充分 小 的 es>0 
我 们 有 (一 e)x > 1, 按 是 数 ! 的 定义 存在 着 这 样 大 的 值 a, 使 


得 Vlas| > 1 一 <. 由 此 得 |a,| 站 一 时 <. 有 因而 有 
[lalr’” > CU — 7x)" > 1. 
由 此 得 出 级 数 (14) 全 有 无 穷 多 个 绝对 值 大 于 1 的 项 ,因而 其 
一 般 项 不 可 能 是 无 穷 小 ,于 是 级 数 发 散 . 
2) 令 ! 一 0. 需要 证 明 级 数 (14) 对 任何 x > 0 都 收 合 . 按 
照 数 i 的 定义 ,对 于 充分 大 的 xn 有 
fa | < lal < 
印 级 数 514) 的 第 项 对 充分 大 的 n, 按 绝对 秆 而 言 久 小 于 某 
个 收 合 的 级 数 的 第 项. 这 就 表明 级 数 (14) 政 人 证 ， 
3) 令 [二 十 吕 ; 需 要 证 明 级 数 (14) 对 任何 z+ 放 0 都 发 散 . 
护照 数 了 的 定义 我 们 对 和 任意 大 的 = 都 庶 当 有 


| ea | 0 a lz" 1; 


这 又 意味 着 级 数 (14) 的 一 般 项 不 可 能 是 无 穷 小 ,因而 级 数 发 
散 . 这 就 是 说 ,定理 在 所 有 的 情形 下 都 已 得 证 . 
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导 图 数 和 异 数 . 一 -微分 .一 一 Lagrange 定理 . 一 一 高 阶 微 
分 . 一 一 无 穷 小 量 之 比 的 极限 和 无 穷 大 量 之 比 的 科 限 . 一 一 
Taylor 公式 . 一 一 极 值 . 一 一 偏 微分 . 一 一 隐 有 函数， 


寻 函 数 与 导数 . 至今 为 止 我 们 主要 是 致力 于 引入 辅助 
性 的 分 析 结 构 或 者 说 是 在 讨论 基本 的 概念 ， 今 天 我 们 转 同 数 
学 分 析 的 核心 建筑 ， 它 们 构成 了 微分 学 和 积分 学 . 

设 y 二 f(z) 是 灾 量 zx 的 定义 于 点 了 一 wa 的 某 个 邻 域内 的 
栈 数 .如 果 我 们 从 此 点 移 向 点 = 十 上 则 函数 y 得 到 增 量 
fa 十 户 ) 一 了 f(a}. 如果 我 们 想 要 得 到 当 未 知 量变 化 时 量 yy 
的 变化 速度 的 表示 ，、 即 想 得 知 在 这 种 变化 中 请 数 六 x) 是 “ 敏 
感 ” 到 于 么 程度 ， 则 我 们 当然 应 该 以 菜 种 方式 来 比较 函数 y 
的 增 量 与 产生 这 种 增 量 的 量 > 的 改变 量 上 六 . 为 此 目的 ， 最 自然 
不 过 就 是 要 研究 比值 


st, a 


它 给 予 了 我 们 以 函数 y 在 量 * 有 单位 增 量 时 的 平均 增 量 . 但 
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是 , 它 是 对 确定 的 上 来 计算 的 , 所 以 一 般 说 来 当 不 同时 , 给 
出 不 同 的 结果 ; 而 要 使 所 提 的 问题 得 到 唯一 的 解答 ， 我 们 必 
须 规定 选取 上 时 要 遵循 茶 个 唯一 的 标 淮 . 

茵 有 果 我 们 的 目的 是 研究 肾 数 Az) 在 邻近 a 点 的 附近 的 
性 质 , 则 显然 地 , 量 (1) 作为 函数 y* 可 变性 ”的 尺度 ， 当 我 们 
选取 的 1 天 | 越 小 , 将 越 大 程度 上 满足 我 们 的 要 求 . 实际 上 ， 
量 (1) 给 我 们 刻画 了 疼 数 在 区 间 [a,a 十 A 上 的 * 平 均 变 化 
率 ”, 且 当 1k| 越 小 , 这 区 间 就 越 向 点 压 党 . 由 此 考虑 出 发 ， 
对 于 已 经 熟 类 和 被 腿 过 程 的 我 们 ， 已 经 向 认识 这 个 问题 的 最 满 
意 的 解 党 迈进 了 一 步 : 这 就 是 以 量 (1) 当 产 -0 时 的 极限 
《当然 要 在 这 个 极限 存在 的 假设 之 下 ?作为 图 数 存 靠近 点 的 
邻近 的 变化 特征 .这 个 极限 即 量 

有 lim Fa 十 所 一 fo) 
月 一 种 通用 的 表示 方法 如 你 们 所 了 解 的 那样 是 写成 
= Ar fe hy fa = Ay, f(a) 一 tim $2. 


上 述 这 个 量 我 们 称 之 为 函数 了 cz) 在 点 a 外 {或 者 说 * 当 x= 二 a 
时 ”的 村 数 . 这 也 就 是 说 ， 革 个 图 数 在 已 知 点 的 导数 是 用 以 
描述 翁 早 数 焉 已 知 点 的 最 邻近 处 的 相对 变 作 率 的 ，] 疡 Ca 
越 大 , 量 > 对 于 量 r 在 其 初始 位 置 a 的 很 小 偏离 越 敏 感 . 量 
7 o 的 符号 则 刻画 了 该 可 变性 的 方向 : 量 产 (a) 为 正 或 负 取 
决 于 量 x 从 初始 值 gx 开始 稿 有 增 大 时 ， 上 图 数 } 是 增加 还 是 减 
少 . 如 乐 从 几何 上 描绘 出 国 数 > = fiz), 则 我 们 感光 趣 的 变 
化 率 在 图 上 的 显示 ,很 遇 然 是 这 图 形 上 天 或 者 下 降 是 和 多么 地 
陡 《 当 变量 zx 的 值 经 过 值 x 时 )， 用 准确 的 术语 来 说 , 正如 你 
们 押 郑 道 的 那样 , 导数 被 图 解 为 曲线 一 f(z) 在 点 xz 二 a 处 
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的 切线 的 斜率 . 

当 用 自 变 量 x 表示 时 间 时 ， 导 数 得 到 了 最 简单 的 实际 的 
解释 在 此 条 件 下 量 (1) 表示 的 是 量 ， 在 时 间 闻 隔 [aye 十 和] 
上 的 平均 变化 速度 , 而 导数 fr ta) 则 表示 这 种 变化 在 时 刻 “ 
的 “ 实 实 速度 ”特别 地 , 若 y>= A(x) 表示 动 点 从 某 给 定时 刻 
zo 到 时 刻 x 这 段 时 间 内 所 通过 的 路 程 , 导数 概念 正好 就 是 瞬 
时 速度 这 个 力学 概念 . 

在 数理 科学 以 及 数学 分 析 的 其 他 应 用 中 ， 导 数 起 着 如 此 
卓越 的 必用， 是 因为 它 给 出 了 所 研究 的 现象 的 最 重要 方面 的 
局 部 特征 ;定量 地 估计 了 两 个 互相 联系 的 变量 中 的 一 个 相对 
于 另外 一 个 的 变化 率 . 

如 采 你 今天 是 初次 昕 到 导数 的 话 ， 和 你 们 当然 会 问 ， 为 什 
么 叫 导 数 ? 这 里 谈 到 的 都 是 关于 极限 、 关 于 数 等 等 ， 那 末 ， 
“ 导 ?” 字 是 什么 意思 ? 但 是 你 们 当然 知道 ,问题 在 于 “导数 ”是 
“ 导 国 数 " 的 省 略 表 示 ， 我 们 的 全 部 计算 及 全 部 讨论 都 是 对 区 
疗 [a ,世上 的 一 点 <《〈 任 意 选 取 的 ) 所 作 的 ， 我 们 对 该 区 间 的 
任何 一 点 = 都 可 以 这 样 作出 (当然 要 假设 每 次 所 计算 的 极限 
都 疗 在 ). 所 以 我 们 计算 的 结果 是 x 的 函数 . 我们 这 样 得 出 的 
函数 f(x) 被 称 为 导 函 数 . 不 言 而 喻 , 所 有 这 些 讨论 没有 改变 
如 下 的 基本 事实 ， 导 数 是 所 给 函数 的 局 部 性 质 ， 特 别 是 在 所 
考虑 的 每 一 个 特定 点 处 的 局 部 性 质 ， 它 所 描述 的 并 不 是 在 整 
个 区 间 [a,5] 上 的 性 质 , 而 只 是 靠近 其 个 别 点 处 邻近 的 性 质 . 

疯 数 A(z) 当 z 一 a 时 称 做 是 可 微 的 , 如 果 其 在 点 < 处 有 
导数 . 称 其 在 区 间 [a,5] 上 是 可 微 的 , 如 果 导 数 在 该 区 间 的 
每 一 个 内 点 都 存在 ， 很 显然 ， 可 征 性 类 似 于 连续 性 ， 也 是 函 
数 的 局 部 性 质 . 你 们 当然 知道 ,只 有 在 a 处 连续 的 画 数 才 可 能 
是 可 逢 的 . 这 一 点 可 以 从 下 面 的 事实 明显 看 出 : 当 分 数 (1) 的 
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分 母 趋 近 于 零 时 , 则 要 使 极限 存在 必须 使 该 分 数 的 分 子 也 赵 
近 于 等 . 而 这 恰好 就 表明 琐 数 (在 点 4 处 的 连续 性 .和 你们 
本 能 也 知道 , 逆 命 题 并 不 上 成立 , 连续 函数 可 以 是 没有 导数 的 . 
例如 图 19 所 示 的 函数 ， 对 之 不 

必 人 必 出 解析 表示 就 明显 看 出 是 > 

连续 的 ， 在 氮 & 处 当中 一 十 收 


以 及 当天 一 一 0 时 ,分 别 存在 yy pe 

着 (1) 式 的 极限 . 但 这 两 个 极 ~ 

限 互 不 相等 . (在 几何 上 表现 为 

在 点 a 儿 曲 线 没有 唯一 的 切 | 

线 . 可 以 指望 , 自 第 三 讲 之 后 ， 可 一 一 一 :一 一 -到 


你 们 中 谁 也 不 会 再 断言 图 19 
中 给 出 的 “不 是 一 个 ， 而 是 两 
个 范 数 ”) 因 尼 当 疡 一 0 时 极限 不 存在 . 表达 式 (1) 当 
六 一 十 人 区 有 一 一 0 时 的 极限 如 果 存 在 的 话 ， 分 别称 做 函数 
fz) 在 点 4 处 的 右 导数 和 左 导 数 . 而 对 函数 了 (zx) 在 点 4 处 
的 可 微 性 而 言 ， 很 显然 ， 必 须 而 且 只 锋 该 点 处 的 右 导 数 和 左 
导数 都 存在 且 彼 此 相等 ， 

图 19 给 出 了 子 数 在 个 别 点 处 连续 却 没 有 导数 的 一 一 个 最 
简单 的 例子 ， 但 是 ， 这 里 的 右 导 数 和 左 导 数 都 是 存在 的 ， 自 
然 地 就 会 提出 这 样 的 问题 : 是 否 始终 是 这 样 ? 很 容易 看 到 , 有 

这 样 的 情况 ， 连 续 函 数 却 是 在 更 为 深刻 的 意义 下 不 可 微 ， 图 
20 图 示 了 函数 y 一 zsin 二 在 点 zx 一 0 附近 的 状态 ， 因 为 当 
+ 一 时 


| zsin | < | 了 | 一 0， 
I 


各 补充 假设 当 z=0 时 > 一 0, 我 们 看 到 函数 y 在 点 0 处 连续 . 
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图 20 
但 因为 当 x 欧 于 零 时 ( 璧 如 从 右边 ) 二 -十 cc， 而且 sin 二 无 
穷 多 次 地 振动 于 十 1 和 一 1 之 间 , 所 以 zsin 二 在 直线 y 一 x 


与 y 一 一 + 之 辣 无 穷 多 次 地 振 落 (1) 式 此 时 等 于 sin ( 令 


aa 一 0 及 六 一 zx)， 它 以 区 间 [ 一 1 1 鞋 的 所 有 数 为 部 分 极限 . 
其 上 极 根 是 3， 下 极限 是 一 1. x 一 十 0 和 x 一 一 0 时 都 完全 
一 样 ， 这 就 是 说 ， 在 点 口 处 既 没 有 右 导 数 ， 世 没有 左 导 数 ， 

在 一 切 情况 下 ， 当 太一 十 0 时 , 和 和 当 关 一 一 0 时 (1 式 都 
有 上 和 极限 和 下 极限 . 这 4 个 极 很 也 可 以 称 为 马 给 国 数 在 已 知 
点 处 的 导数 ， 其 中 的 每 一 个 都 可 以 是 数 ， 世 可 以 是 符号 十 co 
中 的 一 个 ， 这 就 是 说 ， 尾 何 一 个 函数 在 任何 一 点 上 (在 该 点 
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的 某 个 邻 域内 函数 要 有 定义 ) 都 有 4 个 导数 ; 右边 的 上 导数 、 
右边 的 下 结 数 、 左 边 的 上 导数 、 左 边 的 下 导数 ， 如 朱 右 这 
(左边) 的 两 个 导数 相同 ， 则 函数 在 已 知 点 有 右 ( 左 ) 导 数 . 若 
所 有 的 4 个 导数 都 有 限 划 彼此 相等 (也 只 在 此 时 〉 函数 在 已 
知 点 是 可 微 的 ， 这 时 ，4 个 导数 的 公共 值 就 是 开始 时 讲 的 导 
数 . 所 有 4 个 导数 在 某 点 处 都 是 无 穷 的 例子 由 钞 数 


人 当头 0 时， 
3 一 


0， 当 过 一 0 时 
在 点 = 0 处 给 出 , 你 们 现在 自己 可 以 很 容易 地 进行 分 析 - 
如 果 现在 注意 到 ， 对 同一 个 函数 在 不 同 的 点 上 可 以 出 现 
完全 不 同 的 刚才 画 出 的 图 像 ， 你 们 就 会 明白 ， 同 一 个 函数 从 
微分 学 的 观点 来 看 会 表现 出 多 么 复杂 的 构造 . 类 似 于 图 20 中 
所 描述 的 现象 绝 不 总 是 只 发 生 在 个 别 的 、 孤 立 的 点 上 ， 存 在 
| ”着 这 样 的 连续 函数 ， 在 其 每 -- 点 的 邻 域 都 有 如 此 复 灯 的 结构 
(特别 地 也 是 处 处 不 可 微 的 ”遗憾 的 是 在 本 讲义 的 范围 不 允 
许 我 们 再 停留 在 现在 已 有 的 、 数 量 众多 的 类 似 函 数 的 例子 上 
7. 
现在 我 们 转 到 对 导数 应 用 的 例子 的 研究 , 你 们 当然 了 解 ， 
对 于 可 微 函 数 而 言 ， 它 们 的 增加 和 和 减少 的 状态 是 同 导 函数 的 
符号 密切 相关 的 特别 地 ， 如 果 在 区 间 [a,5] 的 所 有 点 处 
了 (XT) 字 0( 扫 0), 则 函数 f(r) 是 该 区 间 上 的 不 减 (不 增 ) 函 
数 . 增加 和 减少 的 这 些 判 据 , 当 它们 可 以 应 用 时 〔 即 当 已 知 函 
数 有 导 函 数 时 ) ,当然 是 再 好 不 过 的 了 . 但 在 函数 不 可 微 时 这 
类 判 据 当然 什么 也 不 能 给 出 . 而 其 实在 最 近 的 研究 中 发 现 ; 函 


全 ”译注 .这 名 话 是 译 者 加 的 ， 
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数 增 加 和 碱 少 的 必要 且 充 分 条 件 是 完全 无 需 其 可 微 性 的 ， 为 
证 明 这 一 点 ,我 们 来 证 明 下 述 命 题 . 

定理 ， 证 六 xz) 为 区 间 [a ,的 上 的 连续 阴 数 ， 县 设 该 函 
数 的 4 村 性 教 之 一 (我们 表 之 以 了 Fe 对 任何 4 帮工 之 b 潮 
是 非 负 的 , 则 了 (6) 守 fla). 

毫 无 疑 间 ， 这 样 表述 的 判 据 实质 上 要 比 通 常 的 判 据 更 强 
一 些 ， 因 为 这 里 谈 到 的 是 任何 连续 菠 数 ， 而 它们 一 艇 说 来 是 
不 可 微 的 . 

证 明 . 设 与 定理 的 论断 相反 , 令 了 (5) < fta), 并 且 这 


样 取 数 6， 使 得 代 信 二 -下 名 > 。>> 0 为 确定 起 见 令 DfCzx) 


他 


为 函数 乒 z) 的 右边 的 上 导数 , 设 P7) 一 Jr 一 Fa) 十 Et 
一 a 很 显然 地 有 Ta) = 0, 县 有 


fa) ~ fh) 
FD) = GB— ae He) 0. (2) 


令 MM 为 区 间 [a,5]j 上 的 使 qz) = 0 的 点 的 集合 , 且 a 为 
该 集合 的 上 确 界 ， 如 果 al 守 0 {或 者 Ma) < 0}, 则 由 于 
Hz) 和 f(z) 一 样 是 连续 的 , 故 在 点 a 的 某 一 邻 域 中 的 任 
一 点 都 有 gCx) 守 0 (或 相应 地 x) 过 0), 另 一 方面 , 由 上 
确 界 的 定义 ， 点 « 的 任何 邻 域 都 应 包含 使 得 wz) 一 0 的 点 . 
这 个 矛盾 表明 g(x) 一 0， 较 为 Po) < 0; 则 很 显然 地 有 : 当 
ac<zr 扫 已 时 江 xz) 之 0. 对 任何 这 样 的 工 ， 

2 


rr 一 ”人 习 
因此 有 De 所 0. 但 Dye) = D/Cea) 十 es, 由 此 得 
Dir) 一 Da — ee < 0, 
这 与 定理 的 条 件 之 癌 的 也 盾 使 定理 得 证 . 
机 分 ， 微分 概念 是 微分 学 的 下 一 个 基本 概念 、 现 在 我 
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们 是 把 微分 当 作 是 通过 导数 概念 来 定义 的 派生 的 概念 但 这 
并 非 总 是 如 此 .在 无 穷 小 分 析 中 产生 的 时 民 以 及 更 早 得 多 的 
时 代 ， 正 是 把 微分 作为 分 析 的 原生 的 概念 ， 而 导数 局 是 作为 
微分 之 地 ， 即 作为 派生 的 概念 来 定义 的 、 那 时 ， 微 分 概念 时 
肖 是 没有 了 明确 定义 的 且 甚 至 默认 了 其 中 所 合 的 记 盾 因为 在 
那个 时 代 的 数学 中 ， 人 能够 把 变化 过 程 中 的 变量 作为 统一 对 象 
来 把 握 ， 这 种 辩证 的 思维 方法 还 没有 得 到 充分 的 发 展 . 
你 们 当然 都 知道 微分 形式 的 定义 ， 我 们 称 量 
dy = Ff CAr (3) 
为 欧 数 f(z) 的 微分 ,其 中 Az 为 自 变 量 的 增 量 . 也 即 是 说 ， 
盟 数 f(z) 的 微分 是 两 个 自 变 量 一 一 量 x 及 其 增 量 Az 
的 尔 数 ， 这 两 个 变量 的 值 被 此 之 间 毫 无 关系 生 可 以 完全 匹 关 
地 选取 . 写 
律 列 地 ,研究 了 铺 数 > 一 ** 我 们 得 到 结论 :dz 一 Azr* 即 自 变 
草 的 微分 各 增 量 相等 . 在 公式 (3) 中 以 dz 代替 Azr, 我 们 得 到 
dy 一 户 (xdz, 


由 此 得 


上 ny dy 


也 导数 等 于 肖 数 的 微分 与 自 变量 的 微分 之 比 . 
但 是 ， 只 从 这 些 纯粹 形式 的 研究 还 不 足以 理解 微分 概念 


@ 译 者 注 . 我 们 现在 所 说 的 微 积分 学 , 在 历史 上 , 例如 在 欧 拉 的 
时 代 ， 曾 被 称 为 “和 无 穷 小 分 析 "”， 
留 ” 译 者 注 . 这 一 点 极 关 重要 , 是 理解 微分 dy 的 实质 的 关键 . 即 认 
为 dy 是 两 个 自 变量 与 4 (6 即 Az) 的 函数 , 往 下 再 令 x 国定 而 专注 于 
疡 站 Ar 的 变化 . 所 以 上 与 是 完全 互相 独立 的 微分 的 现代 概念 要 害 
”” 即 在 这 里 . 
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对 于 数学 分 析 及 其 应 用 具有 着 那样 巨大 的 意义 的 原因 . 为 了 
弄 通 这 个 问题 ， 需 要 从 本 质 上 来 认识 微分 的 思想 ， 可 能 最 为 
方便 的 是 我 们 从 研究 一 种 特殊 情 沈 开始 : 即 x 表示 时 间 ， 而 
y 三 rr) 则 表示 动 点 在 从 0 到 xz 的 时 冰 间 隔 内 通过 的 路 程 . 
这 时 正如 我 们 所 了 解 的 ， 关 (x) 意味 着 动 点 在 时 诸 x 时 的 瞬 
时 速度 ， 因 而 dy = 户 (z)yaAzr 则 是 动 点 在 时 间 间 隔 [z,z 十 
AX] 内 所 通过 的 路 程 的 值 ， 但 是 要 把 原来 的 运动 换 成 另 一 种 
运动 ， 即 动 点 在 此 冉 间 笑 内 是 以 该 区 间 开 始 财 的 速度 作 勾 速 
运动 的 .实际 上 ， 真 实 的 动 点 首 此 有 时间 间 申 内 通过 的 实际 距 
离 一 般 说 来 会 是 男 外 的 数值 ， 因 为 速度 不 会 是 常数 ， 

正如 我 们 所 了 解 的 那样 ， 一般 情 况 下 导数 户 (z) 是 作为 
量 y 对 已 知 量 > 的 相对 变化 率 的 度量 来 研究 的 ， 所 以 我 们 可 
以 把 微分 dy 一 产 (x)Ax 春 和 作 是 另 一 个 函数 y 当 自 变 景 z 从 其 
初 值 变化 到 > 十 Az 时 的 增 晤 ,而 这 个 函数 在 区 间 [z,z 十 
At | 的 所 有 瓜 处 变化 率 的 度量 都 和 新 来 的 疯 数 在 该 区 间 的 起 
点 处 一 样 . 这 可 以 直观 地 用 图 21 来 表示 : dy 是 另 一 条 踊 线 


J 
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y 二 f(x) 当 自 变 量 从 zz 变 到 工 十 Az 时 维 耸 标 走 过 的 路 程 ， 
而 这 条 曲线 在 此 区 阅 上 处处 的 倾 衣 都 与 原来 出 线 左 所 工作 
的 售 角 一 样 ， 即 基 说 我 们 以 原 曲 线 在 横 坐 标 汶 zx 的 点 处 所 引 
的 切线 来 代 赫 原 曲 线 . 

你 们 大 多 可 能 知道 在 应 用 科学 中 当 Az 很 小 时 常常 不 
去 区 别 消 数 y 二 A(x) 的 增 量 Ay 与 微分 dy. 有 时 这 其 至 导出 
“微分 就 是 无 穷 小 增 量 ”这 种 不 正确 而 且 是 有 害 的 说 法 (实际 
上 微分 一 般 说 来 既 不 是 增 量 , 也 不 是 无 穷 小 量 ), 认真 回 等 好 
由 于 把 原来 的 函数 换 成 另 一 个 函数 自然 引发 的 两 个 同 题 对 我 
们 将 是 有 益 的 ， 1 这 种 代 换 在 什么 范 转 内 是 允许 的 ? 2) 这 
种 代 摘 会 带 来 什么 好 处 ? 

要 回 管 第 一 个 问题 ， 我 们 将 从 关系 式 


tr) 一 lim $2 

出 发 , 并 以 a 来 表示 由 此 关系 式 而 得 的 无 穷 小 量 一 
六 (zr). 这 使 得 

ay 一 六 (rar 十 ear 一 Qy 十 war， 《3 ) 
因为 当 Az -> 0 时 <-> 0, 所 以 秉 积 aAx 是 比 Az 更 为 高 阶 的 
无 穷 小 量 . 这 里 是 以 Az 为 自 变量 , 所 以 比值 = 户 (z) 对 
Az 而 言 是 常量 (但 对 而 言 却 是 变量 D)， 而 商人 Y 当 Az 一 0 
时 以 此 常量 为 极限 ， 如 果 我 们 有 产 (x) 关 0, 量 Ar,Ay,dy 才 


是 同 阶 的 无 穷 小 量 , 因此 作为 较 Az 为 高 阶 的 无 穷 小 量 的 值 
saAz 也 同时 是 关于 Ay,dy 中 的 每 一 个 的 高 阶 无 穷 小 量 . 这 也 


DO 说 者 注 .请 比较 121 页 注 久 ， 
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即 是 说 ,我 们 所 得 的 关系 表明 : 如 果 广 (z) 和 关 0， 郑 数 当 Az 
-> 人 时 的 增 量 与 秘 分 之 间 的 差 是 关于 其 中 每 一 个 “ 即 函 数 的 


量 和 


微分 或 增 悬 》 的 值 的 较 离 阶 的 无 穷 小 ， 换 言 之 ， 以 微分 代替 
增 量 时 (或 者 相反 》 我 们 允许 只 能 有 无 穷 小 的 相对 误差 . 
我 们 所 得 的 当 产 (zxz) 关 0 时 的 关系 很 明显 地 等 价 于 关系 
下 
它 表 明了 Ay 和 dy 是 当 Axr-*0 RE 正 是 以 这 
些 结果 为 基础 ， 在 实际 计算 中 可 以 当 Az 很 小 时 以 其 微分 来 
近 令 代 换 函数 的 增 量 . 
要 回答 第 二 个 问题 一 - 以 微分 来 代替 函数 的 冀 量 会 带 来 
作 各 好 处 一 一 我 们 指出 :， 建立 微分 ， 从 理论 上 和 实际 上 讲 一 
般 痢 比 建立 增 量 更 方便 些微 分 dy 是 量 Az 的 线性 函数 ,其 
随 着 Az 的 改变 而 变化 的 特征 特别 地 简单 , 并 且 研 究 它 时 , 除 
了 要 计算 一 点 处 的 (zx) 值 外 ， 再 不 需要 和 任何 东西 ， 当然 对 
于 Ay 就 没有 任何 相似 的 地方 了 , 例如 设想 你 们 要 编制 一 些 
铺 数 y = sin x 对 于 靠近 60* 的 节 值 , 如 60°01', 60"02' 等 等 的 
陋 数 值 家 ， 你 和 们 没有 找 出 这 些 值 的 谁 确 值 的 工具 ， 仔 你 们 知 


道 当 < 一 60* 时 y 一 3. 但 在 守 找 启 近 + 的 另外 的 值 时 你 


们 没有 办 法 求 出 y 值 的 相应 增 量 Ay. 现在 看 到 了 , 如 果 利 用 
增 量 Az 为 很 小 这 一 点 , 并 决定 以 微分 dy 来 代替 增 量 Ay, 可 
以 得 到 什么 ? 因为 y = cos 60" 一 这, 则 dy 一 十 Ar, 其 中 Az 


要 用 强度 制 (arc 1' = i 由 雍 我 们 蕊 上 得 出 ， 
J 


。 3 1 
OO a 一 一 一 一 
Sin 80°01 3 十 3 


于 
180 + 60° 
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.V3 ， 1 2 
sin 60202 = 了 To *Tgs0.60’ 

~ 3 1 3 
3 己 下 一 
00 


你 们 已 经 看 到 了 ， 微 分 dy 具有 下 述 两 条 重要 的 性 压 ; 

1) 它 是 Ax 的 线性 胃 数 ; 

2) 与 Ay 相 比 相差 一 个 较 Ax 为 高 阶 的 无 穷 小 . 我 们 现在 
要 指出 : 这 两 条 性 质 完全 定 浆 了 微分 ， 苑 只 有 冰 数 的 微分 才 
适合 这 两 个 条 件 由 ， 故 可 以 是 也 恰恰 是 从 这 个 定义 开始 研究 
微分 学 ,. (当然 , 尽管 对 任何 可 微 钢 数 的 微分 的 存在 性 的 证 明 
总 是 同样 不 可 避 狗 地 要 引信 导 数 , ) 

实际 上 , 令 dy = aAr 十 5 其 中 a 和 与 A+ 无关， 再 令 
ay — dy 一 cAx,， 其 中 a 是 当 Ax 一 0 时 的 无 闪 小 ， 这 时 

Ay 一 和 十 war 一 fa 十 aar 十 所 

如 采 果 数 y 连续 (我 们 假设 这 一 点 )， 则 当 Az 一 0 时 4Ay 一 0. 
出 此 必须 有 5 二 0 且 Ay = (a 十 2)Ax. 由 此 得 


BE 


= 二 oa, lim SY 一 fr (x) 让 
dy 一 f(r)Ar., 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 
在 微分 的 其 他 性 质 中 ， 所 谓 缴 分 关于 任何 变量 变换 的 形 
式 不 变性 有 重要 的 意义 “但 在 许多 教科 书 中 是 讲 得 不 充分 
的 )、 以 下 载 是 它 的 内 容 : 如 时 z+ 是 自 变 量 , 则 正如 我 们 所 看 
到 过 的 


TD 详 者 注 ， 这 人 名 话 是 译 者 加 的 . 
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Qy 二 万 (7 上坟 一 疡 (jdr， (4) 
现在 把 x 看 作为 新 变量 ! 的 函数 x 一 g(2), 很 显然 , 此 时 关系 
式 (4) 的 两 个 等 号 了 世 不 一 定 下 成立， 因为 现在 (一 般 说 来 ) 已 
经 是 dx 一 yA 关 Ar. 

绝妙 的 是 ,由 (4) 得 出 的 第 二 个 关系 式 即 
dy = ff' (xr}dzr 
对 任何 这 类 变换 都 仍然 是 对 的 . 实际 上 变换 的 结果 > 成 了 1 
的 函数 
y= WD = ft), 

由 此 依照 多 数 的 久 数 的 微分 法 则 有 

yD = pug (0), 

dy = Dd = fF oo) yg (tdi, 

而 因为 2) 一 了 F000dt 一 dz, 则 实际 上 有 dy = 了 (x)dz， 
正如 同 z 是 自 变量 时 一 样 ， 这 也 即 是 说 , 在 导数 表达 式 y = 


92 由 x 是 自 变量 或 者 z 是 另外 某 一 个 变量 的 函数 都 是 毫 无 差 


别 的 ， 

我 们 山 才 利用 了 国 数 的 函数 的 微分 法 则 ， 一 般 说 来 ,在 
这 些 济 义 里 我 们 不 打算 谈 微 分 学 的 这 些 初 等 法 则 ， 但 正 是 这 
个 法 则 从 得 稍 如 注意 , 因此 在 大 多 数 教 材 中 亡 么 出 现 错误 ,要 
么 过 于 复杂 , 下面 是 其 简单 而 又 正确 的 推导 2, 令 y = f(x)， 
二 0) ,yy 一 VD) 二 /LpG))， 当然 ， 务 数 广 和 yp 都 假定 是 


DD 这 是 交 吾 内 涅 斯 (NM. 六 .KKpemecy 上 告诉 我 的 , 详 者 注 . 实际 二 
在 许多 数学 分 析 教 材 中 是 这 样 证 明 的 ， 但 例如 有 移 分 为 Hy (0) 二 0 与 
PD 关 0 两 种 情况 来 证 明 ， 这 就 不 必要 了 ， 本 书 作者 讲 有 的 书证 明 
过 于 复杂 可 能 指 此 ， 
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可 微 的 ， 因 而 在 关系 式 (3) 中 当 Ax 一 0 时 «一 0. 由 此 式 得 
Ay nm az ,Az 
= f(z) Re 


但 当 A 一 0 时 我 人 有 ae 一 0, 符 一 gD) 且 和 一 G4), 由 此 
取 极 限 得 
p= Fro) = fp (ty. 

这 也 就 是 我 们 想 要 导出 的 法 则 . 

Lagrange 定 覃 . 微分 学 的 建立 在 相当 大 的 部 分 上 是 基 
于 拉 格 呐 中 定理 的 , 它 是 所 谓 “ 中 值 定理 ”的 第 一 个 模式 . 由 
于 尼 在 整个 数学 分 析 所 有 部 分 中 都 有 根 为 重要 的 价值 ， 我 们 
以 后 应 该 给 予 足 够 的 注意 . 

Lagrange 定理 ， 如 果 男 教 f(x) 在 闭 区 间 [a,51. 上 过 续 
且 在 开 区 闻 (a ,六 内 可 徽 ， 则 存在 着 该 区 间 内 这 样 一 个 内 点 
c， 司 得 

PO = HEYA. (A) 


证 朋 ， 很 显然 ,函数 

HXTI= par far a tf f(a)) 
在 区 间 [4,#8] 上 可 微 . 因为 g(a) = p05) 一 0， 则 要 入 对 任何 
TE€ lan] 有 (Xx) 二 0, 这 时 对 任何 的 点 z 有 Yr) = 0; 要 
么 zr) 在 区 间 内 取 不 为 零 的 值 , 则 此 时 这 些 值 中 必 能 找到 
最 大 值 , 或 者 最 小 值 (因为 函数 g(x) 连续 )， 为 确定 起 见 令 
HT) 在 Zz = 二 c 时 取 最 大 值 (a ec < 过 让， 这 时 必然 有 ¥ (ec) = 
0. 因为 当 8W ce) 守 0 时 我 们 对 充分 小 的 正 数 六 就 有 

人 2 i 


由 此 得 ge 十 A)>>gle), 这 与 点 < 的 定义 矛盾 , 当 do<o 时 
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(给 站 以 刍 值 ) 我 们 得 到 相似 的 矛盾 . 从 g tc) 一 0 可 推 得 (A)， 
从 而 定理 得 证 . 

时 常用 另 一 种 记号 来 陈述 这 个 定理 , 若 嫂 出 一 个 以 + 和 
+ 十 Ar 为 端点 的 闭 区 间 ， 则 存在 一 个 数 8.00 < 之 8 之 1), 使 

Flr OMAr = fr tt Ar) — f(r). 

对 于 具有 高 阶 导 数 的 函数 ,对 Lagrange 定理 可 以 居 出 重 
要 的 推广 ， 我 们 现在 就 来 证 明 它 . 

定 琨 .如 果 孙 数 ?一 /xz) 在 区 间 [x,x 十 nAz] 上 有 直 
到 于 一 工 阶 的 连续 导 函 数 ， 而 在 区 间 内 部 有 阶 导 了 画 数 出 的 
话 ， 则 存在 着 这 样 的 数 940<8<1), 使 得 

ny = fr ndr) CArY)". . 《{B) 
这 里 A"y 表示 已 知 部 数 y 一 A(z) 的 “n 阶 差 ”, 一 阶 差 即 是 首 
通 的 增 量 Ay = f(r Ar)— f(r), n+l1 阶 差 定义 为 n 阶 
差 的 第 一 阶 差 ,因而 特别 地 有 : 
A y= AtAYy) 
a a 
=f(ri2Ar)—2ftrt+Aar)i f(r), 
站) 
等 等 ， 一 般 地 , 窜 雾 用 归纳 法 证 明 
站 一 拓 ( 区 十 天 站 二 一 天 六 二 十 (一 让 AAAz] 赴 


她 天 一 


Dp no AT. 


z CC—1Y nftri A —1) f(r) 
证 阴 . 污 n 二 1 时 我 们 所 证 朋 的 定理 与 Lagrange 定理 
一 致 . 我 们 很 设 定理 对 阶 差 成立 ， 再 证 旭 它 对 x 十 1 阶 差 也 


D 在 区 则 的 庙 点 处 只 要 有 +" 一 1 阶 的 单 边 导 淆 数 就 行 了 ， 
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成 立 , 因此 我 们 假设 函数 y 一 (x) 在 区 间 [x.x 荆 (xn 十 1)AAx] 
士 有 aa 险 的 连续 导 范 数 甘 在 其 内 有 十 1 阶 的 导 晃 数 ， 由 此 
得 哨 数 Ay 二 f(x 十 Az) 一 了 (x) 在 区 | 辣 [x,x7 十 nx] 上 有 x 
阶 的 导 隔 数 . 因而 我 们 应 用 我 们 的 定理 于 其 n 阶 差 ， 册 得 
六 站 四 一 (Ar Vr ArtT A) f(r nAT)}, 
其 中 0 过 反之 1. 但 从 我 们 的 前 提 条 件 得 出 : 函数 产 ” 在 区 间 
[z 十 grAz,z 十 人 1 十 ga)az] 上 连续 且 在 其 内 可 微 , 因而 应 
用 Lagrange 定理 了 于 上 面 等 式 和 的 插 导 内 ,我 们 得 到 
Mily — CATYH Ft TF FnAr 十 有 Ar) 
= AT tr dn 1)Ar), 
此 即 是 所 要 证 明 的 . 
eanee et mii 是 著名 公 


安生 
上 


fi) Fc) fe) 
fe) ~ fla) Ce 
这 个 一 般 的 公式 的 证 明 ( 当 f(z) 一 工时 变 为 Lagrange 
定理 ) 与 Lagrange 定理 的 情形 完全 一 样 . 令 
HEI = fa fr Cf BF Ca)), 
我 们 得 到 gta) = gx5)， 因 此 函数 yx) 要 么 在 区 间 f[a ,条 上 为 
常数 , 变 么 在 此 区 间 内 取得 最 大 秆 或 者 最 小 值 ， 由 此 完全 同 
证 明 Lagrange 定理 时 一 样 , 我们 断定 在 某 个 点 < 处 (a 二 rc 一 
5) 必然 有 虽 (c) 二 0， 这 等 价 于 等 式 (C) 的 结论 . 
还 应 注意 该 等 式 (C) 的 左边 不 会 是 没有 意义 的 ,因为 当 
fo(a) 一 f(6) 时 函数 产 (z) 由 Lagrange 定理 在 [a,6] 之 内 应 
可 以 变 为 等 ， 这 是 被 排除 于 定理 前 提 之 外 的 . 


(tC ) 
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高 阶 微分 ，“” 正 如 你 们 所 了 解 的 ， 商 阶 的 导数 和 微分 是 
可 以 归纳 地 定义 的 .n 阶 导数 是 通过 对 "一 1 阶 导 数 求 导 而 得 
到 和 的 ， 闫 似 的 情形 对 微分 也 是 如 此 . 

隔 数 yy = 了 Cr} 的 高 阶 导数 和 微分 间 有 关系 式 

day 一 f(r)dze" (5) 
(其 中 dz" 表示 的 是 自 变 量 x 的 一 阶 微分 的 = 次 丢 )， 甚 证明 
也 是 由 归纳 法 纵 出 的 : 如果 过 是 自 变量 ， 则 dx = Ax 与 x 无 
关 ， 因 而 由 微分 (5) 式 , 我 们 就 得 到 信 ' ”表示 对 工 求 导 ): 
+ iy = d(d"y) = Cd"y)'dz 一 FrDerydr"t!, 

正如 我 们 上 面 所 看 到 的 那样 ， 当 nn = 1 时 ， 当 (从 而 也 
有 y) 是 自 变 量 : 的 任意 的 可 微 立 数 工 二 gti) 时 (5) 式 仍 然 成 
立 . 窜 易 证 明 当 an = 2 时 情况 就 变 了 : 商 秀 微分 对 于 自 变 量 
的 变换 不 再 有 形式 的 不 变性 .实际 上 ,我 们 要 用 (Cd?y), 或 者 
(dy 来 表示 销 数 yy 二 (x) 的 二 阶 微分 , 视 我 们 以 量 z 或 者 
是 以 量 : 为 自 变量 而 定 . 这 时 有 

《dy 一 (dz 

同时 有 

(dep), = SAE ,az = MP C2) GD 、d 


= {FCpOIP SD) 十 六 人 用 他 dd 
= fedr’ 十 f (pOIW (de. 

我 们 看 到 这 两 个 式 子 是 不 同 的 ; 第 二 个 包含 了 一 个 添加 的 项 
六 E90I9YCDda， 它 在 第 一 个 式 子 中 是 没有 的 并 县 只 有 当 z 
优 二 的 线性 函数 ; gp(1) = at 十 时 才 恒 等 于 零 , 这 就 是 说 , 二 
阶 微分 与 一 一 阶 微分 不 同 ， 只 有 对 于 自 变量 的 线 牲 变换 才 有 形 
式 的 不 变性 . 

可 以 用 别 的 方式 定义 高 阶 导 数 ， 苑 利用 相应 阶 的 盖 ， 燃 
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似 于 一 阶 导数 是 当 Az 一 0 时 比 & 的 极限 ,可 以 证 明 
lim OY = 一 fF" rr). 6) 


如 果 函 数 f(r) 连续 , 则 (65) 式 即 是 公式 (B) 的 直接 推论 . 
但 重要 的 是 要 证 明 , (6) 式 之 成 立 并 不 联 决 于 这 个 前 提 条 御 . 
因为 (6) 式 当 # 一 1 肝 成 立 , 英 愉 需 继续 证 明 ; 着 它 对 荣 
个 nn 成立, 则 它 必 也 对 2 十 1 成立 { 同 时 当然 要 假设 函数 y 一 
fx) 有 十 1 阶 的 导 函 数 )， 设 (6) 式 对 一 定 的 nx (同时 也 对 
任何 次 可 微 函 数 y} 成立. 因为 国 数 
Ay = f(r 二 AT) — f(r) 
有 x 阶 导数 ， 则 我 们 可 以 对 之 应 用 公式 (B)， 这 使 得 有 (如 同 
我 们 在 p. 129 上 看 到 的 )， 
A'(Ay) =Ar' » (Ay) fear 
=Ar {FA rt onAri A — ArnAr)}, 
(7 
其 中 0 扫 0 < 二 1. 但 由 于 Cr) 存在 ,有 
Fr+mArtAr)— f= tn Ar{ tir tm)}, 
fi{rtonir— A rnAr LT 十 ar， 
其 中 恒 一 0; qs 一 0( 当 Ax 一 0 了 时), 所 以 . 
FTA ATI— A rnAr) = 
ArfF" tra (ln Ar— ond Az. 
因此 关系 式 (7) 给 出 


mn 十 i 
人 = fr) Ta + a 一 zf， 
由 此 当 Ar -> 0 时 取 极 限 得 出 
lim = J 十 [rz ), 
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此 即 所 要 证 明和 拘 . 

无 穷 小 量 之 比 的 极限 和 无 寡妇 重 之 比 的 极限 ， 在 Lag- 
range 公式 和 Cauchy 公式 的 应 用 中 我 从 首先 来 研究 一 个 非 
常 重要 的 问题 .: 它 在 分 析 教 程 中 却 是 以 十 分 不 合理 的 殉 诈 称 
呼 “确定 不 定式 ”出现 . 实质 上 这 里 讲 的 是 利用 微分 学 的 方 
法 坟 导 找 无 究 小 量 之 比 的 极限 或 者 无 穷 太 量 之 比 的 极限 ， 

设 广 Ka = 二 ta) = 0, 且 在 点 a 的 某 个 邻 域内 两 个 函数 
都 可 微 , 并 且 当 天 aa 时 疡 (zy 关 0. 因为 当 fi(a) = f(a) 
一 人 时 Cauchy 公式 给 出 


fi 十 下 ) filat Bh) 
fstathy A + oh) 


则 我 们 可 以 断定 (L Hospital 法 则 ); 如 果 记 (4) = f(a) 二 0 


天 【和 Ftr) 
且 比 全 (2 当 x 一 a 时 趋 近 于 菜 个 极限 , 则 好 5 也 趋 近 于 同 


一 极限 . 

如 果 记 (a) 二 产 ka) 一 0， 则 再 次 应 用 这 个 结论 ， 我 们 可 
以 得 到 (当然 要 设 函 数 户 (z) 和 f(z) 在 点 a 的 某 个 学 吉 内 存 
人 当 fi (2) = f(a) 一 一 fiCa) Ey fa) 二 中 时 从 


(0 0 1), 


0 = 站 ee = 一 fta) 
= f(a) = = fs (4) = 0, 


且 铺 数 关 (2z) 和 f(z) 在 点 a 的 基 个 邻 域内 有 nt 阶 导数 , 则 从 


DD 还 有 黑 为 藻 镍 的 称呼 ;“ 寻 找 不 定式 的 真 值 ". 县 不 谈 数 学 分 析 
中 -- 般 不 包含 任何 “不 定式 ”， 这 里 通常 是 把 异 于 其 实际 值 的 数 称 为 函 
数 在 已 知 点 的 “真正 的 值 ”的 
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关系 7 i (rra) 可 得 只 5 一 1 (x -> a)， 如 采 
fz) 和 fy ee ta) 关 0， 则 由 此 得 出 
。 Fe) Bd 

Uy 0 


LEIospital 法 则 是 计算 极限 的 非常 有 力 的 武器 ， 且 在 许 
多 情 帝 下 非常 容易 地 得 出 这 些 极 限 ， 而 应 用 初等 方法 却 尾 有 
相当 难度 的 . 例如 当 万 kz 一 tanz 一 sinyry f(x) 一 工时 ， 
我 们 有 060) 一 六 (0) = F700) 一 0 站 (0) 一 3 六 (0) = 
六 (0) = 瑚 (0) = 0, 拒 (9) = 6, 由 此 按 公式 (8) 则 有 
tan zsinr /ATO0) 1 


lim i 


a T fe0) 2° 
LHospital 法 则 当 &a = 十 ep 时 的 情形 仍 成 立 ， 实际 上 


a 

1 FT) ft ) 
Ed 0 ] 中 . 

J 


由 圭 述 我 们 已 证 明了 的 LHospital 法 则 ,这 后 一 个 极限 等 于 


1 
1 
pt iA st fotr) 
当 这 个 极限 存在 时 }. 当然， 应 用 LHospital 法 则 的 必要 的 
人 
lim (x) 一 nm for) 一 人 0. 
不 忆 如 此 ，LTospital 法 风 也 可 以 用 来 求 无 穷 大 量 之 比 
的 极限 ， 尽管 这 里 其 证 明 有 点 复杂 .为 确定 起 见 设 当 xz 一 a 
时 所 tr) 一 十 oo, f(x 一 十 oo 此外, 像 以 往 一 样 ， 我们 设 
fstX) 在握 ea 的 某 个 邻 域内 不 为 零 . 在 此 邻 域 中 取 任 意 的 两 
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个 点 工 和 ae, 使 得 + 位 于 a 与 a 之 间 , 为 确定 起 见 令 a < 之 工 之 
a (图 22); 由 Cauchy 公式 我 们 得 到 
Ft) 一 站 Ca) fe) 
图 22 Fr) 一 廊 (a fC 
其 中 是 区 间 [Lzyel 的 某 个 内 点 、 因 为 从 另 一 方面 来 讲 有 


] 一 了 人) 

六 (T)》 一 万 (ae) flr) f(r) 
fatr) a fa) 时 f(r) 和 fo) 
fr) 


并 区 


(9) 


所 以 等 式 (9) 给 出 
] 一 jo) 
fy fl fr) ee 
Jr) 有 0) i GD 
A (x) 
我 们 现在 来 更 详细 地 讲 一 下 点 x 与 “的 选择 . 如 果 如 我 
们 很 设 的 那样 存在 着 


则 对 于 无 论 怎 样 小 的 e(>> 0) 都 可 以 找到 点 a 的 这 样 一 个 邻 


I Cr) 
Pe 
令 a 从 而 也 有 x) 属于 该 邻 域 , 这 时 也 有 EU, 因而 
. 1(€) 
(TE pe) te 


现在 让 «不 变 , 而 z 将 无 限 趋 近 于 a. 因为 此 时 (Cx) -> 
十 co tfz) 一 十 ee， 故 公 式 (t0) 右边 的 第 二 个 因子 则 趋 近 
于 1. 因此 对 点 a 的 某 邻 威志 中 的 任何 z， 它 都 将 介 于 1 一 
与 1 十 E 之 间 , 因 托 对 任何 zEY 站 已 会 式 (10) 给 出 
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ftr) 
Cry 


人 一 (le < 十 EL 十 El)y 


因为 任意 小 , 故 有 


示 即 是 所 要 证 明 攀 . 
同 无 究 小 量 之 比 的 法 则 相似 , 此 法 则 也 在 4 一 十 co 时 成 
z 
例 ， 1) Fx) = nr, flz) 一 当 x 工 一 0 了 时， 
六 人) oo, flr} 一 十 co， 
一 0; 由 此 得 
Fm) 
fr) 


2) 当 上 请 (z) = 二 x 一 十 0 时, 我 们 有 
f(r) = ln oo, 

一 二 -> 0 由 此 得 

f(g) _ iaz 

f(r) x 

令 工 一 e?Y， 我 们 得 到 xre -0 ( 当 一 十 oo 讨 ). 

Taylor 会 式 . 现在 我 们 该 来 讲 讲 Taylor 公式 ， 也 许 你 
们 都 已 获知 ， 它 不 但 是 在 数学 分 析 中 ,而且 在 其 应 用 由， 都 
是 最 重要 的 研究 工具 之 一 ， 对 这 个 在 任何 分 析 教 程 中 部 被 详 
细 地 研究 的 公式 ， 我 们 要 特别 注意 ， 因 为 在 它 的 推导 的 通常 
表述 中 ， 从 思想 方面 来 说 总 是 完全 模糊 的 ， 而 只 余下 毫 无 指 
望 的 形式 ， 因 此 对 于 许多 学 生 面 言 ， 该 公式 后 来 竟 得 到 如 此 
重要 的 意义 ， 实 为 意外 ， 而 有 时 且 永 所 都 是 个 迹 .… 


(rz) 
fry 


一 fn 一 0 (C30 时 ). 


【人 
fatxy 


间 时 


一 站 人 当 XX 一 十 ce 时 )， 
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正如 我 们 不 止 一 次 指出 的 ， 基 本 关系 式 
lim fe + &) — fa) 


Pe h = f(a) 
可 以 改写 成 等 价 的 形式 ， 
ra A = fla) thf) oh, (C11) 


其 中 当 衣 一 0 时 a 一 0， 因而 这 里 的 呈 是 关于 上 的 高 阶 无 究 
小 , 如 其 与 闫 的 比 全 当 六 一 和 时 是 赵 近 于 规 的 . 

我 们 约定 一 般 以 vtxz) 来 表示 任何 与 x 的 比 在 已 知 的 变 
伦 过 程 中 赵 近 于 霍 的 量 . 这 时 乘积 岂 我 们 就 可 以 改 瑟 成 
od 的 形式 ， 因 为 对 任何 oth) 恢 昭 定 尺 有 


0 Ch 0), 


相 及 地 , 任何 oth) 部 可 以 表示 为 ok 的 形式 (其 中 a 一 0, 当 上 h 
一 人 时 ). 因此 QQ1) 式 可 改写 成 
Fa 二 hh) = fla) hf a) + oh). 
正如 我 们 所 看 到 的 , 这 个 公式 当 产 (a) 存在 时 对 任何 情形 都 
式 立 ， 我 们 已 经 不 止 一 次 地 用 过 它 ， 并 且 可 以 直接 看 出， 这 
种 写法 丛 好 是 它 的 优越 性 之 所 在 ， 如 果 于 如 此 小 ， 使 得 形 如 
oth) 的 粳 可 以 扔 眶 ,， 则 近似 公式 
了 (十 ha Fa) hrca) 

一 般 说 来 ,使 得 我 们 在 一 系列 研究 中 能 用 右边 的 关于 名 的 线 
性 星 数 来 代 壮 复杂 的 函数 了 Ca 十 上 本身， 显然 地 ,这 将 给 出 
客人 么 本 质 的 好 处 . 

现在 完全 有 理由 期 望 把 这 个 有 益 的 方法 继续 填 去 如果 
我 们 想 要 得 到 更 好 的 精确 度 ， 则 我 们 有 时 不 能 以 误差 相对 天 
很 小 的 近似 会 式 为 满足 ， 例 如 ， 可 能 有 这 样 的 和 情形， 我们 还 
需要 计算 到 六 阶 的 量 ， 而 只 能 忽略 形 如 ofpa2) 的 量 ， 即 关于 
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h? 的 无 穷 小 量 . 这 洁 我 们 自然 地 要 提出 寻找 这 样 的 二 次 吨 数 
ca 十 e 刀 十 ea 下， 和 司 得 当 疡 很 小 时 有 和 洋 系 式 ， 
FF 十 页 ) 一 日 十 妇 下 十 全 下 2 十 oh) 
一 般 地 ， 如 末 我 们 想到 计算 到 f" 阶 , 但 允许 忽略 形 如 oh") 
的 量 ,， 则 我 们 当然 要 找 出 这 样 的 多 项 式 
ao 十 Qi 页 十 … 十 ap 二 P,(h)， 

使 得 有 关系 式 : 

fla hh) = 已 (天 ) 十 ok"); 
如 果 这 个 课题 得 以 解决 ， 则 我 们 有 可 能 在 任何 允许 忽略 形 如 
oth") 这 样 的 量 的 问题 中 , 以 简单 的 x 次 多 项 式 来 代 圭 一 般 说 
来 是 复 戈 的 图 数 f(a 十 上)， 

当 n 二 1 时， 设 画 数 Fr) 在 过 一 aa 时 有 一 航 导 数 ， 我 们 
已经 得 到 了 所 提问 题 的 解 . 一 般 情况 下 我 们 将 从 fta) 存 
在 的 假设 之 下 出 发 当然, 这 里 要 求 函 数 f(r) 在 点 4 的 某 个 
邻 域 中 有 任何 较 低 阶 的 导 薄 数 存 在 . 

着 名 的 Taylor 定理 恰恰 是 基于 想 要 解决 我 们 所 提 的 问 
题 ， 即 证 明 所 求 的 多 项 式 P.(h) 存在 且 给 出 其 系数 的 表达 
式 ， 据 此 定理 , 在 "(a) 存在 的 情形 下 , 多 项 式 P,(h) 维 一 
地 由 拟 下 公式 来 定义 ;: 


P(A) fa) taf Ca) + fa) + 
hr" 
人 ta 
换言之 , 由 此 定理 即 有 
2 . 
ja 十 站 = Fa +t hf la) + fa) + 


fa) 十 oR’). (12) 
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朗 
Fat hy ~ Ph) = pih), 
则 要 证 明 我 们 的 命题 只 要 证 明史 


2 0， 当天 -0 时， (12’) 
为 此 目的 ， 我 们 注意 
PD =f ath) fa hf (0) fm a), 
. qr 
eh = ff tata} ah a) 2 -Fa), 


申 中 站 


{nC—1)! 


2 
Pf Pat ha) a), 


PI)=A Tat Dh a). 


出 好 得 rnD) = 二 F000) 一 下 一 -200) 一 和 因为 捕 数 的 直 
天 x 一 2 阶 的 导数 当 上 = 二 0 时 都 变 为 零 , 而 其 x 一 1 阶 导 数 等 


于 nn 故 由 LTHospital 法 则 有 
lim 下 全 一 lim 天 一 人 


且 


上 一 = 让 i ni 


只 村 右边 极限 存在 的 话 . 但 


量 


DD ” 至 者 注 ， 为 解决 我 们 的 问题 , 一 方面 应 证 明 当 PCh) 到 以 上 
形式 狼 项 式 时 ,ja 十 站) 一 Ph 一 ofj)， 史 一 方面 还 要 证 明 、 加 果 
换 成 另外 的 已， 则 产 s 十 站 一念 ) 不 会 是 oth)， 本 书 只 证 了 前 
一 部 分 . 后 一 部 分 容易 证 明 , 因为 f(a 十 有) 一 人 QA(h) 一 Fe 十 天) 一 
PR) 十 Poh) 一 加 cp) 一 下 ) 一 总 (Ri) 十 oth") 因为 PP 关 所; 袁 
PA) 一 hk) = ah™ + eh PY CQ 
二 O08") ,从而 了 a 十 记 一 牛人 } 二 OCh") ,这 与 想 设 f(a 二 有) 一 总 


一 ap) 节 稍 . 
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m1} 《是 一 1 于 一 
1 {< ath fv (a) /fm (a) | 


rt 1 0 

l 一 0. 
因为 依 定义 产 "Ca) 存在 , 这 就 证 明了 (12') 式 ， 因 而 也 就 完 
成 了 Taylor 公式 (12) 的 推导 . 

当然 ,下 一 步 有 意义 的 是 变 找 出 公式 (12) 的 * 作 项 ”op") 
的 方便 的 表达 式 ， 了 便 在 需要 时 用 以 知 计 其 可 能 的 精确 度 . 

我 们 在 这 里 提出 这 些 余 项 公式 中 的 一 些 最 通用 的 形式 而 
不 去 推导 它们 ,你 们 可 以 在 任何 完整 的 分 析 教 程 中 找到 它们 
的 证 明 ， 我们 以 R,Ch) 来 表示 公式 (12) 中 没有 给 出 明显 表达 
陈 的 of 说 )， 由 Taylor 公式 本 身 ， 当 fr Ca) 存在 时 我 们 得 
到 


Rk) eeTDKa) 
im AT 一 让， 


好 果 我 们 假定 FPCz) 不 仅 当 x = 二 a 时 存在, 而 且 在 区 间 
[Lasya 十 中] 上 的 任何 点 处 都 存在 ， 则 我 们 对 R,(h) 就 得 到 部 
知 的 “Schis milch 从 式 ”， 
0 0 putnda 十 处 )， 
其 中 0<8<1, 而 疡 是 一 个 不 超过 十 1 的 任意 的 正 数 . 由 
这 个 十 分 一 般 的 公式 ， 当 适当 选择 p 时 就 得 出 一 系列 的 不 同 
的 特别 形式 ， 其 中 最 为 通用 的 是 ， 

1》 当 pp 二 nx 十 1 时 “Lagrange 公 Vs 


ft Ca Oh) ; 


2) 当 户 一 1 时 是 “Cauchy 公式 ”， 
kh"T1i(] dy 
nl 


Ri) = 


R(th) 一 


RRA) CO— fra + 0h). 
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在 这 些 专 门 的 形式 中 ， 如 阅 在 一 般 的 Schls miteh 公式 中 一 
样 ， 设 六 rz) 在 区 间 asa 十 的 每 一 点 处 存在 . 

你 们 了 解 ， 当 a = 0 时 的 Taylor 公式 的 特别 情形 被 称 之 
为 Maclaurin 公式 (其 实 没 有 任何 独特 之 处 )， 


f(D) 一 AKCO) 十 全 所 (0) 十 十 二 (0 十 oli") 


模 值 .在 初等 微分 学 中 Taylor 公式 应 用 的 一 个 重要 和 领 
域 是 极 大 值 和 要 小 值 理论 ， 妆 然 ， 你 们 对 它 是 很 熟悉 的 ， 

奶 果 我 们 说 的 是 要 寻找 在 闭 区 闻 [a ,61 上 可 微 的 函数 
y 二 fx) 取得 其 最 大 值 的 那些 点 的 话 ， 则 此 “绝对 极 大 值 ” 
很 显然 要 人 么 在 其 区 间 的 一 个 端点 处 达到 ,， 要 么 在 倒 区 侣 的 某 
个 内 点 < 处 达到 ， 在 后 一 种 情形 点 < 也 同时 是 “相对 极 大 值 
点 ” 相对 极 大 值 就 是 说 ,对 属于 点 < 的 某 个 邻 域 的 任何 x 都 
有 zc) 之 jzr) 这 也 即 是 说 , 寻找 函数 在 已 知 区 间 上 的 绝对 
极 大 值 归结 为 寻找 其 在 该 闭 区 闻 内 的 所 有 相对 极 大 值 ， 热 后 
再 与 隧 数 在 端点 上 的 值 比 较 ， 因 此 ， 对 此 僻 题 可 以 用 微分 学 
的 方法 . 

你 们 当然 了 解 ， 司 得 可 微 函 数 Xx) 在 点 x 处 {a 之 zz 二 
力 取得 相对 极 大 值 5 或 极 小 值 ; 的 必要 条 件 是 等 式 

六 (Cr) 一 站 《137 

成 立 , 这 也 即 是 说 ,解决 所 提问 题 的 第 一 步 是 要 找 出 方程 
(13) 在 [a,6] 区 闻 内 的 所 有 实 根 一 一 邯 所 谓 变 量 x 的 “临界 
点 ”中 此 后 再 对 每 一 个 个 别 的 临界 点 进行 专门 的 研究 ， 来 确 


DO 译 者 注 、 在 现代 文献 中 , 车 < 点 适合 /*(c) = 0. a<c 之 6， 
则 < 称 为 临界 点 ,函数 在 临界 点 所 取 之 值 ftc) 称 为 临界 值 ， 原 书 把 临 
界 点 误 写 为 临界 秆 ,我们 作 了 改正 . 
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定 出 在 该 点 处 是 出 现 了 家 大 值 或 是 极 小 值 ,或 者 什么 也 没有 ， 
我 们 现在 来 对 此 稍微 做 些 研究 . 

设 =* 是 洛 数 (zx) 的 临界 点 x 中 的 一 个 , 即 a <a< 必 5 日 
所 (ta) 一 0. 为 普遍 计 , 设 fe) 一 0 ( 当 ] 志 7 之 4), 但 
Fa 天 0 这 时 Tayior 公式 (12) 给 出 


Le) ) 


Fe 十 内 ) 一 (aa) = 十 of 下 ， 《1 二) 


很 显然 ,右边 第 二 项 是 关于 第 一 所 以 右边 的 符 
区 对 充分 小 的 1hl (但 关 02 与 其 第 一 项 的 符 导 相同 ， 即 与 
-乘积 色 六 (oa) 的 符号 相同 ， 如果 ” 是 奇数 ， 出 当 上 变 号 有 时 
要 改变 符 刁 , 而 且 该 丧 积 也 要 改 恋 符 号 , 这 时 由 (id) 式 对 不 
同 符 导 的 增 量 疡 , 差 jie 十 及) 一 fla) 的 符号 将 是 不 同 的 , 而 
这 显然 表明 : 当 > 一 wx 时 函数 .Fxz) 不 可 能 有 极 大 值 或 者 是 极 
小 值 . 现在 设 # 是 偶数 , 因此 守 0 对 任何 坟 寺 80 成立 此 时 
差 fia 十) 一 f(a) 的 符号 对 任何 充分 小 的 |h| 《但 总 尖 0) 
都 显然 她 与 量 "(a) 的 符号 相间 ， 而 产 "(ay 是 与 无 关 的 . 
当 "(a) 半 0 时 这 表明 对 任何 充分 小 的 Ih1 (8 大 0) 有 
Fa 十 站 全 Fa， 
印 在 点 梢 数 rz) 有 相对 极 小 值 . 同样 地 我 们 可 以 证 明 当 
f(a) < 0 时 函数 关 z) 在 一 a 时 有 相对 极 大 值 . 这 也 就 是 
说 ， ee ee 


学 时 和 业 电 趾 
和 刘 虽 昌 时 学 唱 瑟 
和 和 审 申 各 


| 


解决 了 ， wa se。 的 
导数 都 为 有 
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偏向 分 “现在 我 们 该 转 到 多 元 函数 的 情形 .为 简单 计 ， 
在 此 我 们 局 限于 研究 两 个 未 知 量 z 和 y 的 情形 . 
你 们 当然 知道 , 函数 f(r,y) 对 变量 z 的 偏 导数 广 (xz,y) 


或 者 于: 定义 为 
lim A 一 fix, 2 


好 作为 这 样 一 个 汕 数 对 2z 的 道 常 和 的 导数 , 该 函数 即 在 f(z ,y) 
中 绽 变 量 y 以 固定 的 常 值 时 所 得 的 x 的 晃 数 ， 类似 地 可 以 定 


Cry). 这 些 偏 导数 中 的 每 一 个 都 和 疯 数 frsy) 


一 样 , 是 两 个 是 变量 *,y 的 二 元 郑 数 .为 方便 及 直观 计 ， 我 们 
这 里 时 常 把 “ 当 x = 二 a, y= 二 8 时 ”的 说 法 用 “在 点 ta ,5) 处 ”这 
种 说 法 来 代替 ， 把 它 看 成 平面 Cr,y) 上 的 直角 坐标 为 x = 4a， 
y 一 占 的 点 ， 

首先 应 当 定 义 已 知 锋 数 x 二 fx,y) 在 已 知 点 (a,5) 处 的 
可 微 性 概念 ， 在 一 元 函数 的 情形 ， 导 数 的 存在 当然 等 价 于 微 
分 的 存在 ， 而 且 这 时 正如 我 们 已 经 看 到 的 ， 微 分 dy 对 函数 
?一 fxz) 而 言 是 定 交 为 增 量 Ar 的 线性 了 画 数 ， 这 个 线性 函数 
当 Az 一 0 时 与 增 量 Ay 之 差 是 一 个 高 阶 的 无 穷 小 . 

我 们 现在 来 看 对 二 元 尔 数 < = f(r,y) 的 情形 ,我 们 这 
持 也 约定 称 函 数 = 的 微分 是 增 量 Ax 和 Ay 的 这 样 的 线性 组 合 
4Azr 十 BAY 十 CC， 当 Axr 一 0, Ay 一 0 时 它 与 增 量 Az 相差 一 
个 高 阶 无 穷 小 .在 一 维 的 情形 下 我 们 可 以 ( 设 疡 (zy 关 0) 把 
量 Ax ,Ay,dy 中 的 任 一 个 理解 为 基本 的 无 穷 小 (其 无 穷 小 的 
阶 和 后 此 机 等 ), 在 二 维 的 情形 为 方便 起 见 (尽管 绝对 不 是 必须 
的 ) 把 量 6 一 ~v Ar? 十 Ay 作为 基本 无 穷 小 量 ， 它 表示 “ 动 ” 
点 CT 十 Ar,y 十 Ay) 与 <“ 始 " 点 (zyy) 之 间 的 上 距离 .如果 无 穷 
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小 Ax 与 Ay 是 具有 同样 阶 的 无 穷 小 , 则 当然 地 量 2 也 具有 辐 
样 的 阶 ， 这 也 即 是 说 , 表达 式 AAx 十 BAy 二 CC 是 图 数 
z 二 f(x,y) 的 微分 dz， 如 果 当 Az 一 0, Ay* 0 时 有 


Mz CO— {CAAT 二 BAy 二 CC) = otp} (15) 
式 成 立 的 话 、 现 在 来 证 明 , 如果 dz 存在 , 则 偏 导 数 汪 及 学 也 
都 存在 ， 上 月 
de Or 
A 二 人 (- 一 0， 
因此 
ce 
dz = 27 7 Se oy (16} 


实际 上 , 首先 由 玖 数 = 的 连续 性 (我 们 当然 要 假定 有 这 一 点 } 
大 系 式 (5) 取 极 限 得 忆 = 0. 确定 了 这 一 点 以 后 ,再 在 公式 
《15) 中 令 Ay = 0 《依照 我 们 的 条 件 , 该 公式 应 当 对 和 任何 方式 
趋 近 于 宕 的 量 Az 及 Ay 部 成 立 ), 这 束 得 到 

CA) 二 A 十 60 站) ， 
由 起 得 


: (Dr) 一 ce 
站 二 1 ”一 一， 
ee 让 工 dr 


类 似 地 ,可 以 确定 = 守 在 这 里 很 显然 地 ， 偏 导数 全 及 辽 
的 本 身 的 存在 性 是 从 我 们 的 讨论 中 得 出 的 ， 因此， 是 微分 dz 
存在 的 推论 

迄今 为 止 的 一 切 ， 如 同 你 们 所 看 到 的 那样 ， 都 是 与 一 维 
情形 完全 类 亿 地 推 得 的 

但 是 ， 与 一 维 情形 相反 的 是 ， 在 一 定点 处 偏 导数 仁和 学 
的 存在 还 不 足以 保证 在 该 点 处 微分 dz 的 存在 性 . 例如 : 对 函 
数 
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ZrYy 当 和 十 a : 
t 这 天 0 时 ， 
1 
人 ， 当 工 二 y 二 人 0 肘 ， 


在 (0,0) 点 处 ,我们 很 显然 地 有 
(DZ)aren = {Az)ayco = OO, 
全 此 


如 果 当 工 二 y= 二 0 时 微分 dz 人 存在, 则 因此 应 有 :;(16) 式 恒 等 
于 零 , 即 我 们 据 (15) 式 应 有 zx 二 olp)., 但 这 是 不 对 的 ,因为 
例如 当 Axzr 一 Ay 了 关 0 时 , 很 显然 地 有 
Az= V2Ar, p—~ V2Ar, A=/p. 
但 是 我 们 指出 , 如 果 闵 及 纪 在 点 (z,y) 处 连续 , 则 在 该 
点 处 表达 式 (16) 是 语 数 z 二 A(z,») 的 微分 , 实际 上 ， 
Az = f(r Aryy + Ay) 一 fx,y) 
— [f(r Ary TT hy 一 Cry 十 ay 十 
Cf ry Ay) — fT, YY). 
右边 的 第 一 个 差 册 Lagrange 定理 可 化 为 
ArfrtrT Mrty FT Ay) (0 O11), 
阐 由 函数 不 (zy) 在 点 (Cry) 处 的 连续 性 的 殷 设 , 当 Ar 一 
日 ， 上 ?7 -> 人 时， 上 必 有 
1 人 十 bgAry 十 Ay) 一 六 (zy) 一 人 
则 上 述 的 第 一 个 差 与 户 (zyy)Ar 相差 一 个 形 如 o(azr) 一 
otpy) 的 量 : 
TAT YT A ry A = fr yAr+otp), 
隔 从 另 一 方面 很 显然 地 , 依 偏 导 数 的 定义 本 身 则 有 
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Frsy tt Ay) 一 yy) = fr yy + olay) 
一 六 (rs3y)ay 十 afp)， 


所 EJ 
Az 一 f(riyiAr +t ry ay 十 ofp)， 

这 就 是 所 变 证 明 的 . 我 们 的 推理 还 表姐 ， 只 要 在 点 (x,y) 处 
两 个 帆 导 数 之 一 是 连续 的 就 足够 了 . 

无 论 如 何 ， 一 般 情 况 下 即 令 偏 导数 存在 ,微分 也 有 可 能 
不 存在 . 因此 在 定 浆 二 元 函数 可 微 性 时 我 们 就 面临 着 选择 :是 
以 俩 导数 存在 为 基础 还 是 以 微分 存在 为 基础 来 定义 可 微 性 ? 
通常 我 们 称 第 数 在 一 定点 处 是 可 微 的 ， 如 果 它 在 该 点 有 合 分 
存在 的 话 . 这 个 关于 五 数 的 可 驹 性 的 定义 要 求 得 比 偏 导数 
的 存在 更 多 -- 些 ， 这 是 很 方便 的 ， 因 为 理论 的 进一步 发 展 证 
明 ， 只 有 具有 微分 的 水 数 才 会 在 其 性 质 上 显现 出 与 单 变 量 可 
微 函 煞 比 较 完 全 相似 的 性 质 ， 


要 得 到 偏 导数 芷 ， 我 们 只 给 一 个 变量 x 以 增 量 而 令 y 不 
变 ， 几 何 上 我 们 说 让 点 PCz,y) 平行 于 Ox 轴 移 动 到 点 Pi(z 
+ Ar,y) 《图 23)， 偏 导数 和 定义 为 比值 


(PD) 一 大 忆 ) 
FP 


Plzryray) OO(ztAar, yt Ay) 


Plr, YY) D+ rr, y) 
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当 PP; 一 时 的 极限 、 此 处 PP; = Ax 是 点 P 与 PP, 之 间 的 外 
离 , f(P) = f(x, a PCP = f(x 二 Az,y). 类 似 地 有 
ee 
PP PP, 


其 中 P: 是 坐标 为 (>,y 十 Ay) 的 点 , 它 沿 平 行 于 Oy 轴 方向 无 
限 趋 近 于 PP. 这 也 即 是 说 , 函数 * 在 点 的 全 是 它 “ 沿 Oz 方 


向 ”的 导数 ， 而 甘 则 是 它 “ 沿 Oy 方向 ?的 导数 .但 是 ， 显然 
地 , 我 们 可 用 完全 类 似 的 方法 来 定义 函数 z = f(r,y) 沿 着 与 
Oz 轴 构 成 任意 倾角 p 的 另外 的 方向 的 仿 导 数 , 为 此 只 需 这 样 
放置 点 忆 和 点 仿 ， 使 得 由 PP 到 的 秋 量 PQ 与 方向 Oz 构成 
倾角 p， 然 后 再 让 点 Q 没 此 矢量 趋 近 于 P。 如果 量 
一 FP 
Lim 1 ) 


存在 ， 自 然 地 可 称 之 为 函数 = 沿 着 由 倾角 为 ?来 决定 的 方向 
上 的 导数 . 很 显然 地 ， 给 定 这 个 方向 完全 等 价 于 在 增 量 Ax 和 
Ay 同时 趋 近 于 零 时 ， 给 它们 一 个 确定 的 线性 关系 ( Ay 一 
ta 了 TAX). 

例 刀 ; 可 以 约定 用 Dy(z) 来 表示 函数 > 沿 着 与 COz 轴 构 成 
EO 这 样 ， 


一 = Ds (2). 


ax chy 
ey 在 点 4x， >) 处 可 微 的 师 数 < 一 f(z,y) 


二 时 硬 党 本 和 和 和 和 和 


D(z 一 Ecos P+ sin 多 
实际 上 ， 因为 当 点 4z yy) 禄 方 国 a pH 针 ， 在 
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起 de 
一 JT 十 ay 十 otA), 


中 应 有 
AT = C05 PP AY 一 psln 有 
所 了 以， 
一 了 cos 有 十 sin 二 ot1)， 

即 

A de De 

lim Fi Doz) 一 了 0s 名 十 gysin 如 
此 即 是 所 要 证 本 的 ， 


污 吊 类 。” 偏 微分 理论 进一步 的 发 展 与 完善 ， 与 一 维 情 
形 的 微分 学 相当 全 面 地 相似 ， 因 此 我 们 不 再 浪费 时 间 去 讨论 
它 . 然而 我 们 还 要 在 一 个 一 维 情况 的 重要 问题 上 再 停留 一 下 ， 
因为 需要 用 偏 微分 才能 解决 这 个 问题 .这 里 首先 要 说 的 是 
“风范 数 ” 的 存在 性 及 微分 的 定理 ( 隐 范 数 这 个 通用 的 术语 无 
疑 地 是 不 确切 的 ， 正 确 的 说 法 应 是 “未 用 显 式 给 出 的 ”或 者 
“未 显示 定义 的 ”函数 ， 因 为 所 说 的 不 是 一 个 特别 的 函数 类 ， 
徊 只 是 给 出 冰 数 的 特别 的 方式 ). 
你 们 当然 多 次 听 到 过 : 一 个 方程 
Fry) = 0, {17) 
定义 了 量 y 作为 量 z 的 “ 隐 ” 函数 ， 这 句 话 的 意思 是 说 ， 有 这 
样 的 函数 y 二 f(z) 存在 , 使 得 
Frrf(r)}=0 18) 
成 为 恒等式 ， 台 无 疑问 ， 保 证 这 种 函数 存在 的 条 件 . 这 种 函 
数 的 性 质 ， 以 及 使 得 (18? 式 成 立 的 z 值 的 范围 都 应 当 专 门 研 
究 ， 我 们 在 这 里 证 明 的 只 是 这 方面 的 一 个 基本 的 定理 ， 至 于 
“ 隐 ” 函数 理论 中 以 此 为 基础 的 进一步 的 发 展 , 你 们 可 以 在 任 
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何 完 整 的 数学 分 析 教 程 中 找到 


« 《TO 十 站 vo 


(yo 十 月) 
】 
| | 
| | 
| 
! 
1 
1 


Cry) 


下 二 0 


I 
[ 
1 
| 
| 
| 
[ 
1 
| 
I 
| 
| 
| 
1 
| 
| 
I 
! 


To— BY 
者 《030 一 在] 
图 24 
了 【人 一 一 


证 明 ， 我 们 不 妨 假设 FF， 


连续 的 ， 所 似 在 (Tos Yn) 的 革 


第 五 讲 


; 它 已 经 没有 原则 上 的 新 妖 东 
西 了 . 

定理 设 函 数 开 (zy)》: 

1) 三 ,点 (xo，wo) 的 某 个 
分 域 U 中 连续 , 而 且 在 此 邻 域 
中 有 连续 的 篇 导 数 下 (yi 

2) F(xror yn) 0; 

3) Flixro yo) = 0, 
这 时 必定 存在 唯一 的 画 数 
3 一 rz) 定义 于 ro 的 某 个 邻 
域 中 ,在 此 分 域 中 y= 大 (zz) 连 
要， 一 大 (zo)y 而 且 适 会 (18) 
我 ,; 

六 《证 二 人 一 站 

如 及 Frzy 在 可 中 可 

徽 , 则 y 一 f(x) 在 zo 附近 也 可 


微 ,而 且 


Ptrsy) T 
FTYy)Y 


(xory0) 之 0. 由 于 本 已 假设 是 
个 会 于 如 中 的 邻 域 [zx 一 Xo 


D 译 者 注 ， 原 书 这 个 定理 的 表述 不 妥 ， 主 要 是 原 书 只 假设 
Fy《ro+y0) 太 在 ， 这样 是 得 不 出 下 面 的 结论 的 , 现在 改 成 在 中 连 
续 , 结论 中 原 书 没有 说 y= zz) 是 唯一 的 ， 现 在 可 以 证 明 隐 函数 的 唯 
一 性 ,这样 的 表述 与 大志 数 数学 分 析 教 程 一 致 . 为 什么 原 书 表述 不 要， 


见 和 干 面 一 个 译 者 注 . 
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ge， |y 一 yo| 之 8 中 也 有 (zyy) 之 0， 这样 FCr,y) 当 
一 | 之 a jy 一 3 过 有 时 对 7 是 增加 的 ， 所 以 当 
|z 一 xe] < 之 a 时 对 充分 小 的 7, 0 之 7 了 < 之 8, 有 
Fry m0, Foryyo oO — 7) 0. 
由 于 Fx,y) 对 xy 是 增加 的 ， 记 以 一 定 可 以 找到 唯一 的 一 个 y 
区 ,使 
Fir,y) 一 站. 
这 个 y 值 与 x 有关 . 所 以 可 以 写成 = (rz)， 这 是 一 个 + 的 
国 数 , 它 定 义 于 lz 一 zo| <a 中 , 而 上 式 就 可 以 写成 
CAFz)) = 0. 

因为 适合 此 式 的 y 只 有 一 个 , 所 以 这 样 的 y = f(x) 是 唯一 
的 中 .定理 的 前 一 部 分 证 完 . 我 们 还 需 证 明 r(x,) 存 在, 并 且 
找 出 这 个 导数 值 ， 这 里 z， 是 4zro 一 az 十 oa 中 的 任意 点 . 

取 充 分 小 的 Ar, 使 zj 十 Az 仍 在 上 述 区 间 中 . 记 vy 一 
fz) Ay= fmt A — fr Fr Ar)= f(r) 
Ay 一 力 十 Ay- 由 (18) 式 


中 译 者 注 ， 原 书 因为 未 殷 设 态 (x,y) 在 U 中 连续 , 所 以 得 不 到 
Fz sy) 对 yy 的 单调 性 ,而 不 能 证 明 只 有 有 唯一 的 f(x) 适合 (18) 式 , 原 
书 说 ， 同 第 三 讲 的 定理 3(64 页 ) 可 以 找到 y (|y1 过 让 使 得 F(z,y) = 
0， 原 书 接着 说 :“ 这 个 y 值 ( 如 果 有 几 个 3 的话, 则 说 某 个 这 样 的 y 
值 ) 写 *+ 有 关 ， 我 们 就 以 失 z) 来 表示 它 . ”实际 上 ,如 果 有 几 个 不 同 的 
> 和 值 , 用 哪 一 个 y 值 与 > 对 应 来 作出 y= fz) 哆 ? 如 果 作 出 了 几 个 
fz)， 遇 样 保证 f(x) 连续 其 至 可 微 呢 ?这 是 很 难 办 的 事 . 读者 可 能 以 
为 这 时 f(z) 是 “多 值 函 数 ” 但 是 ， 从 函数 定义 来 看 , 对 一 个 z 只 能 有 
一 个 y, 所 以 不 能 说 多 值 消 数 . 多 值 消 数 只 是 几 个 函数 合 起 来 “方便 的 
说法 ”这 种 “方便 的 说 法 "会 引起 不 少 误会 ,本 书 的 旦 的 之 一 正 是 要 消 
除 这 些 误会 ， 
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Flri—Ariyt ay = F(t ArT (AAr)) =0, 
由 于 下 在 UV 中 司 微 ， 
0 一 AF 一 Fa 二 Ar Tan 一 (zy1 1 
=Fxr IAA 六 十 下 iT1)AY 十 DCp)， 
其 中 
p=~Ar AYE|IAr|+ iAy|. 

由 此 得 

F(z Ar Farr yay—AAr|+ iAy|). 
而 当 p->0 时 , 4-*0, 换 育 之 ， 

CCFCTIr 十 人 Ax 十 CF (Ti1N) 二 人 By 二 0,， 
因为 由 假设 请 tz,y) 记 0, 对 于 充分 小 的 gc 和 所 即 对 充分 小 
的 ar,ay 和 p}) 我 们 有 


Al ry) + F(A 二 A2 Fy >0. 


.因而 

Ay ry) 二 A 

AT FF CO 
《上 式 的 分 母 不 为 0， 这 样 才能 算得 出 人 如 上 ). 今 Ar 一 0,Ay 
一 0, 因 此 o>0, 故 而 )->0, 妈 是 说 


Pp AAC 


F(zris yy) 
由 zz 的 任意 性 邵 得 定理 之 证 . 
现在 把 所 得 到 的 隐 王 数 的 微分 法 则 用 于 最 简单 的 所 谓 
“条 件 极 值 ” 问题 这 个 问题 在 多 变量 情形 的 推广 正 是 重要 耳 
有 趣 的 条 件 极 值 理 论 ， 遗 睫 的 是 我 们 在 这 里 不 本能 再 充分 展 
开 讨 论 . 
我 们 现在 来 研究 在 某 个 区 域内 的 可 微 函 数 RCz,y) 上 且 将 
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把 量 z 视 为 自 变 量 而 把 y 视 为 z 的 图 数 , 这 个 函数 是 由 关系 式 
Dir,y) 二 站 ‘19) 
在 某 个 区 闻 [a,5] 上 定义 的 , 这 里 多 (x,y) 也 可 德 . 这 也 即 是 
说 ，F(x,y) 实际 上 是 击 上 述 复 染 的 方式 给 是 的 一 个 县 变量 
= 的 明 数 ; 不 论 是 在 数学 分 析 中 , 还 是 在 应 用 中 , 经 稍 要 赋 完 
以 这 种 复 芝 方式 给 定 的 图 数 ， 现在 来 求 区 闻 [4a ,8 上 和 定义 的 
阴 数 的 极 值 . 
按照 一 般 理 论 ,这 些 极 值 (相对 极 大 值 和 和 相对 极 小 值 ) 应 
当 使 F(z,y) 这 个 函数 的 导数 变 为 零 ， 这 也 即 是 说 ， 我 们 应 
当 使 已 知 孙 数 z 二 (xr,y) 对 工 的 导数 为 零 ,这 时 当然 要 把 y 
视 为 由 (19) 式 所 定义 的 的 冰 数 ， 即 应 该 令 画 数 = 对 工 的 所 
请 "全 ”导数 为 零 ， 
dz _ 六 dy 
dx dr dy drx 


在 此 方程 中 号 及 9 都 是 x 和 的 函数 . 为 确定 往 , 我们 


{20) 


| 当然 应 当 应 用 隐 诸 数 的 微分 法 则 . 定义 函数 》 的 关系 式 (19) 
给 出 
3 
dy _ 并 
dr 弛 : 
dy 


i 一 起 使 得 能 确定 所 有 “临界 的 ” 数 对 
(x1y), 即 任何 使 至 二 0 的 感 ， 进一步 的 研究 我 们 在 这 里 就 
不 能 再 讲 了 . 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试 用 版 本 创建 ww fineprint.com.cn 


152 第 六 讲 


积 分 


口 | 言 积分 的 定义 一 可 积 性 条 件 . ~ 几 条 应 用 与 
移 理应 用 的 格式 -与 微分 学 的 关系 ,中 值 定理 , 一 广 
义 积分 . 一 二 重 积分 一 二 重 积分 的 计算 . 积分 的 一 般 
思想 . 


引言 . 积分 学 最 初 是 与 微分 学 无 关 地 独立 发 展 的 . 只 是 
到 了 17 世纪 末 , 当 这 两 个 分 支 都 已 取得 了 相当 的 进展 并 且 学 
会 解 沁 一 各 自 以 自己 独特 的 方式 一 一 大 量 的 几何 和 力学 的 
问题 时 ， 才 完整 地 揭示 了 它们 之 间 存 在 着 的 深刻 的 关联 , 它 
们 的 基本 课题 是 无 穷 小 分 析 的 两 个 互 逆 的 疝 题 、 积 分 与 微分 
相互 之 间 的 关系 如 同 加 法 和 减法 一 样 . 

这 个 历史 的 时 刻 通 常 被 当 作 是 当今 称 为 数学 分 析 的 这 门 
学 癌 诞 生 的 日 子 ， 实 际 上 ， 也 正 是 从 这 个 时 候 起 ， 它 人 科 之 间 
有 牢 不 可 破 的 原则 性 的 联系 ， 这 一 思想 成 了 推动 不 仅 是 微分 
学 ， 而且 也 是 积分 学 的 主要 杠杆 ， 两 个 分 支 都 得 到 了 飞速 的 
发 展 、 特 别 是 积分 学 从 此 有 可 能 从 个 别 的 分 散 的 问题 的 解法 
转向 创立 充分 强大 的 一 般 方法 . 
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把 数学 分 析 的 两 个 基本 分 支 互相 联系 起 来 的 历史 经 历 是 
很 独特 的 ， 这 一 点 在 当今 数学 分 析 教 科 书 中 还 有 反 蜡 ， 即 对 
它们 的 系统 阐述 有 丙种 不 同 的 讲法 有 一 些 作者 为 了 巡 辑 完 
整 性 , 把 滑 数 的 积分 定义 为 微分 的 道 运算 , 另 一 些 人 则 相反 ， 
在 回 是 了 熟知 的 历史 发 展 后 先 认定 两 种 运算 是 彼此 于 关 的 ， 
只 是 后 来 才 建 立 了 它们 之 间 的 相互 关系 ,当然 , 从 形式 上 讲 ， 
豪 无 疑 癌 我 们 可 以 选择 两 条 道路 中 的 一 条 ,但 从 实质 上 讲 ,看 
来 很 难 , 甚至 不 可 能 断定 这 两 条 途径 中 , 哪 一 个 优 于 另 一 个 . 
癌 题 在 于 ， 许 雪 地 方 ， 实 质 上 是 几乎 所 有 一 切 ， 都 取决 于 学 
生 的 寅 要 和 兴趣 ， 谁 对 数学 逻辑 上 、 和 思想 上 的 兴趣 高 于 应 用 
和 实际 的 兴趣 ， 谁 就 可 能 先 成 把 积分 学 作为 徽 分 学 的 道 运算 
来 村 人 ， 因 为 他 目 己 可 能 按 数学 家 的 习惯 ， 在 研究 了 微分 之 
后 就 去 考虑 它 的 道 运算 是 什么 样 的 ; 反之 ， 对 应 用 方向 感 兴 
趣 的 学 生 则 可 能 舍弃 这 条 路 径 : 当 他 还 没有 看 到 逆 运 算 对 哪 
些 具体 问题 有 益 时 ， 对 道 运算 的 研究 自然 地 对 他 而 言 是 意思 
不 大 的 ， 

积分 的 定义 积分 概念 的 产生 和 它 的 价值 得 到 逐步 确 
定 ， 和 是 由 于 有 一 系列 几何 和 力学 问题 ， 其 中 必须 对 函数 进行 
茶 种 解 本 运算 ， 而 这 种 运算 的 内 容 又 都 是 某 种 完全 确定 类 型 
的 极限 过 程 . 这 类 运算 的 性 质 你 们 当然 是 熟悉 的 ， 设 在 区 间 
la 上 给 定 某 个 函数 fx)， 我 们 将 此 区 间 分 成 # 部 分 ,并 
且 以 

有 一 十 bg 后 To 

来 表示 分 点 . 在 每 一 个 区 间 [z-iyze] 全 = 二 1,2,…:n) 中 任 
取 一 点 人， 将 函数 在 点 EF 的 值 滋 以 相应 区 间 的 长 度 Th 
il 再 作出 所 有 这 些 乘积 的 和 ， 
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> 12} 《1 1) 


现在 我 们 设想 ， 我 们 已 经 有 了 区 间 [a,5] 的 所 有 的 类 似 的 分 
划 , 并 且 已 用 和 伍 何 可 能 的 方式 来 选择 点 总 (同时 数 x 区 间 
分 割 成 的 子 区 间 数 一 一 也 可 以 是 任意 的 ), 也 即 得 到 了 所 有 本 
能 的 和 (1)， 我 们 以 上 来 表示 在 已 其 分 划 中 最 大 的 子 区 扎 
[zi_ivzg 的 长 度 . 如 果 存 在 这 样 一 个 数 7 使 得 和 (1) 当 1-0 
时 总 趋 近 于 了 ， 而 无 论 采 用 的 分 划 怎 样 以 及 点 总 的 选择 您 
样 ,网 此 数 T 就 称 为 函数 关门 在 区 加 !a :人 的 上 的 积分 并 表 之 以 


[ ed 


准确 一 点 的 表述 是 ; 数 了 称 为 函 教 rz) 在 区 间 [a ,5] 上 
的 积分 , 如果 对 无 论 怎样 小 的 sC> 0), 都 可 以 找到 另 一 个 这 
样 的 正 数 8, 使 得 对 满足 条 件 ! <5 的 区 间 [a, 妇 的 任何 分 刘 
以 及 对 任意 选择 的 点 $, 都 有 


了 一 D2 fceocr — x- | 二 和 


无 论 如 何 ， 我 们 看 到 这 里 谈 的 是 一 个 独特 的 且 是 十 分 复杂 的 
极限 过 程 ， 这 个 极限 过 程 很 难于 描绘 为 是 对 哪 一 个 自 变量 到 
的 极限 {如 同 我 们 通常 所 做 的 那样 ); 可 以 把 71 认 做 这 种 变量 
(并 以 符号 i 一 0 来 刻 对 这 个 过 程 ), 亿 在 此 不 能 不 看 到 : 我 们 
对 之 取 和 极限 的 和 (1) 并 不 是 量 / 的 单 值 函数 ,因为 显然 有 无 穷 
多 种 不 同 的 分 划 都 相应 于 同样 的 7 值 , 而 对 于 选 定 的 分 划 , 还 
可 有 无 穷 多 种 办 法 来 选择 总 ,为 使 极限 I 存在, 需要 和 (1) 的 
值 的 整个 集合 对 于 充分 小 的 ! 都 同样 任意 地 接近 于 了 
作为 积分 基础 的 过 程 中 的 这 种 复 荣 性 带 来 了 某 种 不 便 ， 
因而 在 一 般 的 理论 体系 中 以 及 在 具体 的 应 用 中 ， 上 述 定 义 所 
要 求 的 极限 7 应 与 分 划 的 性 质 和 点 & 的 选择 之 间 无 关 , 虽然 
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可 以 得 到 严格 的 证 明 ， 和 但 因 其 形式 上 的 繁 元 ， 讨 论 起 来 时 常 
十 分 麻烦 这 就 是 为 什么 在 许多 现代 的 表述 中 都 采用 多 少 有 
些 变 化 的 途径 来 定义 积分 ， 而 在 开始 的 时 候 付 么 样 的 极限 过 
程 邦 加 以 避 鲍 我 们 现在 来 曾 述 这 个 新 乍 必 (当然 ， 它 与 前 
述 定 闵 是 等 价 的 ) 

设 f(x) 是 区 间 [a;,5]j] 上 的 任意 的 有 界 立 数 , 我 们 分 别 以 
M 和 mm 来 表示 其 上 .下 确 界 . 对 于 区 间 [a,5] 的 任意 分 划 工 我 
们 以 az 和 mx 来 表示 国 数 .Frzy 在 区 间 [zr yz 上 的 相 庶 的 
上 上、 于 确 界 , 且 令 阅 一 Ri- 一 和 (过 大 过 2 站， 其 次 ， 再 令 


Sr = 2 MA *T Dm 


这 也 即 是 说 , 每 一 个 分 划 T 都 对 应 着 确定 的 “上 ” 和 Sr 和 确 
定 的 “下 ”和 和 sr, 这 里 显然 有 训 迄 贡 所 人 (1 和 1)， 
因此 对 任意 的 分 划 荆 部 有 mm 人 一 a) 寺 s 呈 和 S77 守 M(B 一 a). 
这 也 即 是 说 以 这 样 的 方式 取 的 上 和 Sz 以 及 这 样 的 下 和 s7 的 
值 的 集合 都 是 有 界 集 合 . 

Ws Sr 的 集合 之 了 可 轨 我 们 敬之 为 了 数 /Cx) 在 在 


里 
晶 了 过 


下 


了 一 pa 
类 位 地 我 们 称 所 有 下 和 sr 的 上 确 界 为 冰 数 (x) 在 区 间 


二 呈 间 和 


[a,5] 上 的 (或 者 说 成 是 从 a 到 5 范围 内 的 ) 下 积分 ， 并 表 之 以 
{= fear 


这 也 即 是 说 ， 任 何 已 知 区 间 上 的 有 界 函 数 都 有 上 、 下 积 
分 这 两 个 积分 都 是 某 个 集合 的 确 界 ， 你 们 看 到 ， 其 定义 中 
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不 需要 任何 极限 过 程 , 
旭 果 哨 数 f(x) 在 区 僻 [a ,53 上 的 上 、 下 积分 彼此 相等 ， 


学 二 昌 和 过 时 业 


学 本 本 昌 是 国 国 时 党 看 本 和 时 音 呈 三 党 四 直 了 覆 女 申 


1 一 oo 


wa 我 们 需要 一 
完全 禄 等 的 辐 助 命题 .我 们 规定 说 区 间 [e ,的 的 分 划 a 
划 工 的 一 个 加 细 ， 如 果 分 划 了 的 所 有 分 点 都 同时 也 是 分 划 
TT 的 分 点 (但 一 般 说 来 T' 色 含有 下 中 所 没有 的 新 的 分 点 ). 

引 理 I. 如 果 了 "是 分 划 字 的 一 本 加 细 ， 则 

ST' SR 7 

实际 上 ， 当 把 分 划 工 变 成 分 划 T' 时 , TT 中 的 小 区 间 
Lzeaiyzi 也 进一步 被 划分 成 小 区 间 ， 故 和 37 的 每 一 项 1 和 
被 代 之 以 一 组 项 的 和 和 ， 


DM A, 
其 中 人 ,au 都 是 这 些小 区 间 的 长 度 ， 而 14; 则 是 遂 数 
f(x) 在 区 间 进 一 步 分 划 成 的 小 区 间 上 的 上 确 界 ， 因 为 显然 
有 MM 所 Ml 和 5)， 所 以 


Dm, A SE MDD, == MiA, 


即 用 以 代 蔡 MA 的 一 组 项 之 和 不 超过 MA 而 因为 这 对 任 
何 上 都 是 成 立 的 ， 所 以 S7, 所 Sz， 完全 相仿 地 可 以 证 明 第 二 
个 不 等 式 ， 

引 理 IT. 对 区 间 [a, 的 的 任何 分 划 和 了 :， 都 有 
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237, = Bs 

实际 上 ， 把 两 个 分 划 全 和 了 的 所 有 分 点 合 起 来 得 到 了 
第 三 分 划 了 , 很 显然 , 它 是 分 划 工 , 与 Ts 中 的 每 一 个 的 加 细 . 
但 对 这 样 的 分 划 人 下， 很 显然 地 有 Sr 六 sr， 因 此 由 引 理 1 得 

Sr, 之 Sr 这 7 这 57 » 

此 邯 为 需要 证 明 的 . 

引 理 工 的 直接 推论 是 

引 理 了. 对 任何 有 界 函 教 汪 六 了 工 

实际 上 , 因为 任何 一 个 下 种 s+ 都 不 超过 任何 上 和 和 St, 因 
此 所 有 下 和 sr 的 集合 之 上 确 界 了 7 不 得 超过 所 有 上 和 Sr 的 集 
合 鸡 下 确 界 了 

现在 令 Ir 表示 由 分 划 了 把 区 间 [a,#] 分割 而 成 的 小 区 
则 的 最 大 长 度 . 

引 理 W. 蒂 对 任何 e > 0 都 存在 着 这 祥 一 个 4 半 0, 使 
得 对 尾 何 分 划 , 当 ly < 过 和 A 时 ,我 们 就 有 Sr < 了 -si 了 工 一 E 

这 个 命题 有 时 简单 地 表述 成 ; 当 好 一 0 时 Sr 一 了 sr 一 
I. 只 要 不 把 Sr 和 和 57 理解 为 上 的 单 值 函数 ,这 种 措 词 就 不 至 
招致 误解 . 

证 明 . 不 影响 讨论 的 一 般 人 性 ， 我 们 可 以 假定 当 e 所 
5B 时 f/x) 守 0 (我 们 总 可 以 对 f(z) 加 上 一 个 充分 大 的 数 4 
而 达 此 目的 ,同时 所 有 的 积分 及 和 和 都 增加 A 一 xa)}. 和 闪 照 


下 确 界 的 定义 存在 着 分 划 To, 使 得 Sr < 了 十 二 .以 zs， 
ze 表示 区 间 [a ,5] 在 此 分 划 下 的 内 分 点 并 设 MM 是 函 


全 译 者 注 . 我 们 总 是 把 区 间 Ta, 好 的 端点 也 算 成 分 点 , 即 边 界 分 
后 ， 就 是 说 ,我们 总 令 a 一 x60, x = 所 
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数 f(x) 在 区 间 [a,5] 上 的 上 确 界 . 最 后 , 设 4= jz， 而 分 
划 工 是 区 闻 [a,5] 的 任意 一 个 适合 ir < 4 的 分 划 . 我 们 来 证 
有 bs < i 十 E., 

为 此 目的 我 们 把 分 划 了 所 分 割 成 的 子 区 间 分 成 两 组 ; 第 
一 组 是 可 以 整个 地 放 在 区 间 [z 一 zi 十 科 志和 4 迄 #) 之 
中 的 那些 子 区 间 ，, 而 把 其 余 的 子 区 间 放 人 第 二 组 (图 25?. 相 
应 于 此 , 和 Sz 也 分 成 了 和 Sr 及 52， 在 和 5S+ 中 的 所 有 项 的 
第 一 个 因子 都 不 超过 M， 同 时 每 一 项 的 第 二 个 因子 即 区 间 长 
度 的 和 不 超过 2n4 = 17， 因此 


ST EM. -一 -一 


从 男 一 方面 看 ， 和 S? 中 对 应 于 分 划 了 的 包含 于 区 间 
[re 内 的 部 分 (图 257)， 如 起 售 于 Lze isza | 内 有 几 个 这 


1 | i F 1 | [ 1 1 了 I I 了 I 


. 
3 a :i " 


XN 1 一 XN TN-1 二 A zw 一 A tv 诡 N 十 4 


图 25 


样 的 区 间 , 每 一 个 小 区 间 相 应 于 5#4 之 一 项 , 其 第 一 个 因子 不 
大 于 Mf 而 这 样 几 项 的 第 二 个 因子 的 和 不 大 于 TR 1 一 
4， 因此 SF 之 相应 于 含 于 [zi,zi] 的 几 个 小 区 间 的 这 多 项 
加 起 来 不 大 于 MA， 而 把 相应 于 [xzoyzri],Lzrzs] Lx， 
ze] 的 这 些 项 如 起 来 ， 苑 有 

3 ED Md = Sr7,. 


这 也 , 即 是 说 
Sr 一 3 十 3 多 3 十 Sm 区 全 十 ?十 元 一 7 十 6 
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这 即 是 我 们 想 要 证 明 的 ， 

完全 类 似 地 可 以 证 明 命题 中 第 二 个 不 等 式 . 

定理 . 设 函 数 /(7) 在 区 间 [aiB5] 上 可 积 ， 则 此 时 对 无 
论 坊 样 小 的 5 闭 0， 都 存在 着 这 样 一 个 正 数 4、 使 得 对 任意 的 
满嘴 fr 之 4 的 分 则 TT, 不 论 态 样 选取 总 (ti 二 摧 扫 工 D 
(] 之 下 之 4)， 我 们 都 有 


DA 


其 中 , 了 二 | yeopaz 
实际 上 ， 很 显然 地 ， 因 为 不 论 在 相应 的 子 区 间 中 怎样 选 
取 上 总 ， 都 有 
Mm)， 
所 以 
sT 失 s 六 FED < ST 


是 二 1， 


得 从 另 一 方面 ,出 引 理 对 对 相应 充分 小 的 ir 的 任意 分 划 有 
一 上 一 了 一 上 < 民 条 和 过 97 < 十 上 一 了 了 十 所 

把 这 些 不 等 式 与 前 面相 比较 ,我 们 得 到 : 对 相应 充分 小 的 {7 

的 任意 分 划 ， 


TT—e 人 < YAOA I+e, 
这 如 是 所 要 证 暴 赐 . 
容易 看 出 ， 道 定理 也 成 立 ， 实 际 上 ， 如 果 对 于 充分 小 的 
ir 的 任意 分 划 以 及 对 任意 选择 的 点 名， 和 > /CEA 可 任意 
接近 于 了 ， 则 Sr 对 这 样 充分 小 的 好 也 将 小 于 了 十 si 另 一 方 
面 ,总 有 Sr 之 I， 由 此 得 了 二 7 十 ,这 就 表明 7 了 过 了 7, 因为 es 
是 任意 小 ; 类 似 地 可 得 1? 实 T 因此 有 了 所 工 由 直 依 引 理 开 ， 
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了 一 7 了 一 了 ， 即 函数 f(z) 在 区 间 [a ,5] 上 可 积 . 
这 也 即 是 说 ， 我 们 这 里 给 出 的 积分 的 新 定义 完全 等 价 十 
原 米 的 定义 . 
注 ， 从 引 理 对 ,很 明显 地 可 以 推 得 ， 如 果 我 们 以 ww = 
M4 一 ma 来 表示 罗 数 f(z) 在 区 闻 [xs-1,z4] 上 的 振幅 ， 则 要 
想 使 函数 A(x) 在 区 间 [a,5] 上 可 积 , 必须 而 且 只 需 和 和 


量 重生 


Da, — ST 一 C2) 
是 对 机 充分 小 的 任意 分 划 了 了 ， 可 以 任意 小 ， 


可 积 性 条 件 ， 在 上 面 最 后 的 注 记 中 给 出 的 可 积 性 的 必要 
充分 条 件 用 起 来 还 是 不 太 方 便 ， 因 为 多 数 情况 下 对 于 具体 给 
出 的 函数 不 容易 直接 判断 和 (C2) 的 性 态 . 但 是 , 借助 这 个 准则 
很 容易 建立 对 于 多 少 相 当 广 泛 的 函数 类 的 可 积 性 的 一 般 条 
件 . 

我 们 现在 滑 这 条 道路 走 下 去 . 

我 们 首先 来 证 明 : 任何 在 闭 区 间 [a, 5] 上 连续 的 函数 在 


| 


67 页 }， 对 每 一 个 正 数 8 都 可 以 找到 这 样 一 个 正 数 4, 使 得 晃 
数 fz) 在 长 度 小 于 4 的 任意 区 间 上 的 振幅 都 小 于 es. 但 此 时 
对 任何 二 之 4 的 任意 分 划 荆 ， 和 (2) 中 的 所 有 的 ww 都 将 小 于 
e, 因此 


Dd eV A = eb — a), 
天 一 | k=l 


即 和 (2) 当 4 充分 小 时 可 以 任意 小 , 正如 我 们 了 解 的 ,由 此 
可 推 得 醉 数 f(x) 在 区 间 [a,6] 上 的 可 积 性 . 

间断 函 教 是否 可 积 ? 容易 从 例子 中 看 出 是 可 能 的 ， 甚 至 
容易 在 这 方面 找到 一 些 一 般 的 规律 性 . 例如 , 我 们 来 证 明 ; 在 
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区 间 [es 约 目 只 有 一 个 间断 点 的 有 界 函 数 了 (x) 在 此 区 间 上 


漳 和 


可 积 (无 论 间 肠 点 。 < 的 性 质 怎 样 )， 
为 此 我 们 以 4 来 表示 函数 |f(z)| 在 区 闻 [a,5] 上 的 上 确 


- 界 , 并 选取 任意 的 正 数 e. 在 区 间 [a,c 一 ol 及 [十 网 上 
函数 f(z) 连续 , 因此 我 们 可 以 再 找 这 样 一 个 正 数 4, 使 得 函 
救 f(r) 在 任何 长 度 小 于 4， 而 且 整 个 藩 在 Ha,c 一 | 内 , 或 


~ 痢 [c 十 3 2 的 内 的 区 间 上 ， 振幅 都 小 于 es. 现在 令 了 人 仍 是 使 得 


lr < 的 区 间 [a2 的 任意 分 划 ， 在 区 问 志 中 一 般 说 来 可 能 
有 ee 而 也 可 能 有 一 


些 , 至 少 基 部 分 地 落 信 区 间 [c 一 pp 十 2 了 《图 26)， 对 于 第 
一 类 型 移 区 间 态 , 和 (2) pe 小 于 因此 相应 于 第 一 


坞 26 


类 型 的 区 间 ， 和 (人 2) 中 的 部 分 小 于 ec5 一 a}. 对 第 二 类 型 的 区 
间 ， 关于 f(x) 的 振幅 wi， ee 2 pg. ee 


所 有 第 二 类 型 的 区 间 整 个 地 属于 区 间 -< 一 到 一 4 十 7 7 
外， 所 以 其 长 度 的 和 不 超过 二 十 24， Em a 


的 部 分 不 大 于 Zp 十 2 和 ) 二 2e 十 4Aw， 把 它 司 我 们 上 面 得 
到 的 和 (2) 的 第 一 部 分 的 估计 式 合并 ,我们 就 得 到 , 当 域 二 
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As < efp -一 如 十 2€ 十 4Ap, 


国 为 Ee 和 4 都 是 可 以 任意 小 的 , 所 以 此 有 妈 确 定 了 唤 数 ftx} 在 
区 间 [a,8j] 土 的 可 积 性 ， 

我 们 有 意 如 此 详细 地 进行 了 这 个 并 不 复杂 的 讨论 ， 这 里 
重要 的 是 要 找 出 证 明 的 基本 思想 :和 和 (2) 之 所 以 变 得 很 小 是 办 
为 : 1) 在 函数 连续 的 区 域 上 第 一 个 因子 w 是 很 小 的 《一致 连 
续 性 !》 以 及 2) 包含 间断 点 的 区 闻 ， 使 第 二 个 因子 的 和 也 很 
小 ， 由 地 得 知 ，52) 的 两 全 部 分 都 很 小 ， 从 而 整个 和 也 很 小 . 
现在 容易 明白 《当然 也 可 严格 证 明 ), 函数 f(x) 在 区 间 fa ,如 ] 
上 即使 有 任意 有 限 多 个 间断 点 也 不 会 改变 其 可 积 性 ， 只 要 它 
仍 是 有 界 的 .相反 地 ， 要 是 间断 点 占据 区 疗 [a ,581 的 部 分 过 
大 ， 则 函数 就 有 可 能 不 可 积 、 例 如 Dirichlet 三 数 {第 三 讲 ， 
第 53 页 ) 在 每 一 点 椒 和 间断 ， 它 就 在 任何 区 间 上 也 不 可 积 ， 实 
际 上 ， 在 任何 区 闻 As 上 ,对 该 畏 数 而 言 内 一 1， 因 此 对 区 亲 
[a 站 的 在 何 分 划 恒 有 

Sw,h, 二 3 — a. 

我 和 们 所 讨论 的 一 切 癌 题 在 下 述 命题 中 得 到 了 图 满 的 解 

管 . 

定理 . ”要 使 有 界 函 数 fir) 在 区 间 f4 ,5 上 可 积 ， 必须 
而 且 只 需 满 足以 下 条 件 ; 无 论 对 于 志和 样 小 的 上 0， 区 间 
Ea ,村 上 所 有 的 使 画 数 jz) 的 振幅 超过 上 的 点 都 能 够 包含 于 
有 限 多 个 区 间 之 内 ,而 这 些 区 间 的 总 长 度 不 大 于 =. 

证 角 ， 1) 设 定 理 的 条 件 得 以 满足 ， 令 四 ,六 为 一 
组 多加, 它们 包含 了 所 有 (使 得 ) 在 其 上 活 数 f(r) 振幅 超过 
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的 点 , 在 此 令 了 8, < e 其 余 的 区 间 我 们 表 之 以 di,d4,…， 


dv。 因 六 在 任何 区 间 4, 的 任意 一 点 上 f(x) 振幅 不 夫 于 ee， 则 
由 第 三 讲 第 75 页 上 的 定理 ,该 函数 在 这 样 一 种 区 向 上 的 振幅 
将 小 于 2e， 内 要 这 种 区 间 整 个 地 落 在 区 间 2; 之 中 ,而且 其 长 
度 充分 小 现在 只 要 再 认定 区 间 [ea, 妇 的 分 划 所 分 出 的 子 区 
间 太 是 性 意 地 充分 纲 ( 即 具有 充分 小 的 Ir). 按照 第 159 页 一 
第 160 页 的 格式 进行 讨论 , 即 把 和 (2 分 成 两 部 分 ， 其 一 是 整 
个 区 间 都 属于 区 间 < 之 一 ， 其 二 是 妓 怕 只 是 部 分 地 落 信 
区 间 3 之 一 , 我 们 容易 得 出 , 和 (2) 的 第 一 部 分 小 于 2e($ 一 
a)， 而 第 二 部 分 不 超过 2 十 2nir)， 其 中 为 函数 | 了 Cr) | 
在 区 间 [a,5] 上 的 上 确 界 , 而 4 是 区 间 6; 的 个 数 . 选择 e 及 17 
充分 小 , 这 样 一 来 , 我 们 就 可 以 使 得 和 (C2) 任意 小 ， 这 就 是 所 
要 证 册 的 ， 1 

2) 设 f(x) 在 区 间 Fa, 缮 上 可 积 且 设 * 是 任意 的 正 数 ， 我 
们 可 以 选取 区 间 [e ,到 的 这 样 的 分 划 , 使 得 相应 地 有 和 (2) 小 
于 &, 现在 要 注意 和 (2) 的 所 有 项 都 非 负 ,因而 当 我 们 从 中 让 
保留 w > 。 的 项 而 剔除 其 余 的 项 时 ,和 不 会 增加 . 这 样 一 来 ， 


即 有 
E52 > D1 -全 > way 2 E >》 入， 
上 一 | 让 
由 此 得 


> < Ey 


ww 3 


但 包含 于 上 述 和 中 的 区 间 A 很 显然 地 包含 了 区 间 [a ,的 上 的 
所 有 使 函数 Ar) 的 振幅 超过 * 的 点 (因为 这 样 的 点 不 可 能 属 
于 使 得 内 委 的 区 间 4); 这 也 即 是 说 ,我 们 所 要 证 明 的 定理 
之 中 的 可 积 性 条 件 确实 是 必要 的 , 
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从 所 证 的 定理 特别 她 可 推出 区 间 [e:2] 上 的 任何 单调 孙 


昌 和 痢 二 二 地 


这 样 的 函数 在 已 给 区 间 上 必然 有 界 , 其 次 , 我 们 已 经 看 到 , 无 
论 对 于 怎样 小 的 半 0, 区 间 [a,5] 上 的 使 得 该 阔 数 有 守 : 的 
振幅 的 点 的 个 数 应 当 是 有 限 的 ， 但 有 限 多 个 点 总 能 包含 于 有 
限 多 个 区 闻 中 , 且 这 些 区 间 的 长 度 和 可 拟人 尾音 小， 这 即 是 说 ， 
我 们 刚才 证 明 过 的 定理 中 所 谈 到 的 可 积 性 准则 ， 对 每 一 个 单 
调 函 数 必然 满足 . | 

邦和 何 让 用 与 将 理 让 用 的 格式 .我 们 所 研究 的 积分 概念 ， 
只 与 一 定形 式 的 和 密切 相关 《或 者 用 极限 的 思想 或 者 用 确 界 
的 思想 ) 而 与 微分 学 的 任何 概念 都 不 相关 ， 和 你 们 都 了 解 ， 它 
有 大 量 的 几何 应 用 和 物理 应 用 当然， 我 们 在 此 不 必 停 匡 在 
这 些 应 用 上 ， 既 不 必 讲 这 些 应 用 本 身 ， 甚 至 也 不 必 有 列举 其 中 
最 重要 的 来 举例 ， 但 是 ， 对 我 们 来 说 很 重要 的 是 要 注意 这 一 
切 类 似 的 应 用 中 所 碰 到 的 独特 航 且 相当 精细 的 多 区 特 点 ， 这 
些 在 原则 上 非常 重要 的 特征 ， 在 教科 书 中 通常 强调 得 不 够 . 

例如 ; 讨论 计算 图 27 上 所 示 的 “ 曲 边 梯形 ”的 面积 , 它 
的 上 方 是 鲍 数 f(z) 的 图 形 ， 为 简单 计 我 们 通常 总 设 f(x) 为 


| 外 pb 五 
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正 且 连续 ， 当 然 ， 你 们 都 很 熟悉 这 个 问题 ， 以 及 如 何 借 助 于 
积分 学 来 求解 它 。 但 是 ， 我 们 来 认真 想 一 下 我 们 现在 在 逻辑 
上 处 于 什么 地 位 .要 计算 某 个 图 形 的 面积 ， 很 显然 地 ， 只 有 
当面 积 概念 本 身 有 明确 定义 时 才 有 意义 ， 现 在 ， 当 我 们 在 寻 
找 可 以 计算 图 27 所 示 的 曲 边 梯形 面积 的 方法 时 ,我 们 已 经 党 
握 了 那 种 定义 吗 ? 我 们 已 经 明了 打算 进行 计算 的 那个 量 的 确 
切 定 义 吗 ? 当然 和 没有， 我们 了 解 的 面积 定义 只 是 直线 形 (多 
边 形 ) 的 面积 以 及 贺 的 某 些 部 分 的 面积 ; 以 曲线 y = A(z) 为 
边界 的 梯形 ， 一 般 说 来 ， 同 圆 没有 任何 共同 之 处 . 

不 了 解 所 求 的 面积 是 什么 ,我 们 怎样 来 计算 它 ? 于 是 一 一 
比 什么 都 更 奇妙 的 是 一 一 尽管 我 们 甚至 不 知道 我 们 要 计算 的 
是 秆 么 ， 这 个 计算 竟然 成 功 了 ! 问题 在 于 ， 实 际 上 在 这 里 提 
出 和 解决 的 问题 要 比 简单 的 计算 更 为 重要 ;我 们 同时 既定 义 
了 曲 边 梯形 面积 的 概念 ,同时 又 找到 了 计算 此 面积 的 方法 . 当 
我 们 断定 我 们 图 形 的 面积 等 于 阶梯 形式 的 直线 形 ( 图 27 中 给 
出 了 一 个 》 的 面积 的 极 眼 时 ， 则 这 个 断言 不 是 定理 ， 而 是 我 
们 的 曲 边 梯形 面积 的 定义 . 试图 证 明 这 个 断言 是 无 意义 的 . 反 
之 断言 所 说 的 被 限 在 这 祥 或 那样 的 条 件 下 【例如 ; 在 函数 
A(z) 连 续 的 情况 下 ) 存在 则 是 定理 ， 它 是 可 以 也 应 该 得 到 证 
明 的 .任何 这 类 几何 的 和 物理 的 问题 ， 人 恰好 都 有 这 样 的 逻辑 
特性 ; 不 管 我 们 是 想 计算 曲线 弧 的 长 度 、 旋 转 体 的 体积 和 表 
面积 ， 还 是 已 知 力 在 已 知 路 径 段 上 的 功 等 等 ， 所 有 的 情况 下 
讨论 的 都 是 想 寻求 某 个 概念 的 定量 的 度量 ， 而 在 此 之 前 只 是 
对 某 些 最 为 简单 的 特殊 情形 这 种 定量 的 度量 才 是 有 定义 的 ， 
间 题 在 于 ， 要 给 出 这 个 概念 以 适当 的 一 般 定义 ， 这 个 定义 中 
和 同时 也 就 包含 了 相应 于 这 个 概念 的 数量 的 求法 . 

现在 我 们 要 问 , 上 面 所 列 的 几何 问题 和 物理 问题 (当然 ， 
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还 有 许多 其 他 问题 ) 有 些 什么 共同 特征 使 得 有 可 能 同样 解析 
地 解决 这 些 问 题 ， 且 在 所 有 情形 下 恰 是 以 积分 作为 工具 ， 间 
时 到 从 逻辑 上 定义 所 求 的 量 又 同时 给 出 其 数量 的 估计 ， 关 于 
这 些 基 本 特征 可 以 指出 两 点 ， 在 所 有 的 情形 待 求 的 量 都 与 某 
个 区 间 [a, 的 有 关 : 该 量 “ 分 布 在 此 区 间 上 且 随 着 区 间 的 变 
化 而 改变 . 例如 : 在 图 27 上 如 果 用 另外 的 区 交代 兰 区 间 
La,5] (当然 ,要 保持 函数 f(x) 不 变 )， 则 我 们 就 得 到 另 一 个 
面积 值 ， 对 力 所 做 的 功 ， 若 动 点 在 不 同 的 路 段 土 ， 则 功 也 不 
同等 等 ， 另 一 方面 ， 在 每 一 个 具体 的 问题 中 所 研究 的 量 都 取 
决 于 一 定 的 函数 f(z)。 在 图 27 中 这 就 是 所 研究 的 曲 边 梯形 
上 面 的 边界 之 点 的 纵 坐 标 , 而 此 点 的 横 坐 标 为 z, 在 计算 功 时 
这 是 离开 计算 起 点 距离 为 z 处 的 作 明 力 的 数值 等 等 ， 这 忆 基 
是 说 ， 要 使 我 们 所 研究 的 这 类 问题 得 到 确定 的 提 法 ， 首 先 必 
须 给 定 某 个 函数 fx), 以 及 某 个 我 们 的 问题 与 之 相关 的 区 
间 a 所 工 志 可 以 指出 , 我 们 要 给 出 其 定义 , 又 要 计算 其 数 
值 的 那个 量 是 3 个 元 案 的 函数 Ya,5), 它们 是 可 以 彼此 无 
关 地 选取 的 ; 函数 f(x) 以 及 a 和 5 是 各 自 独立 的 . 容易 看 出 ， 
可 以 应用 积分 作为 解决 上 列 所 有 问题 (以 及 其 他 许多 问题 ) 的 
方法 ， 基 本 上 是 由 于 该 关系 TCFia, 亿 具有 下 述 人 性 质 : 
1 7 作为 区 间 [4,5 的 炒 数 ， 是 可 加 的 ， Ba ep 
ee z 
CA = Veac) Vifychy. 

实际 上 , 图 27 所 示 团 形 的 面积 如 果 其 定义 是 合理 的 , 则 
当 把 区 间 [a ,8] 分 割 成 子 区 闻 从 而 曲 边 梯形 也 被 分 割 成 小 曲 
边 梯形 , 曲 边 梯形 的 面积 显然 应 等 于 小 曲 边 梯形 的 面积 之 和 
对 于 旋转 体 的 体积 ， 则 当 我 们 将 其 旋转 轴 分 割 成 小 段 时 ， 应 
等 于 在 每 一 小 段 上 分 布 着 的 旋转 体 的 体积 之 和 ， 力 在 已 知 路 
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径 上 所 构 的 功 等 于 在 对 路 径 进 行 任意 分 划 时 在 该 路 径 的 各 个 
区 段 上 所 做 的 功 之 和 ， 等 等 . 

27 如 果 函 数 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 为 常数 , f(x) 一 C， 则 
. Vyab) = Ch — a). 

实际 上 , 如 果 站 (7) ==C Ca 之 I 工 达 站, 图 27 上 的 图 形成 
为 箱 形 ， 其 面积 等 于 CG 一 a); 如 果 是 旋转 体 的 情形 ， 则 
fx) 表示 的 是 垂直 截面 的 面积 , 若 /z) 一 Cltae 扫 xz 势 们 ， 刚 
我 们 过 到 的 是 圆柱 体 ， 其 体积 等 于 CC 一 a); 如 果 作 用 十 点 
的 力 在 路 径 a 志 74 太 5 上 保持 常量 C, 刚 该 力 在 已 知 路 径 上 所 
做 的 功 等 于 CC 一 a)， 等 等 . 

现在 容易 证 朋 ， 当 未 知 晤 六 与 已 知 元 素 (x)}, a 及 的 
关系 具有 特征 1) 及 2) 时 , 则 自然 地 可 以 期 望 , 问题 的 解答 
是 一 个 积分 ， 


V = | feaaz. 
实际 上 ， 如 果 我 们 像 通 常 一 样 ， 用 分 点 
站 一 To < YI 一 
把 已 给 区 间 [a ,分 割 为 子 区 间 ， 则 首先 由 性 岳 1)， 
Vifsasb) = OV OFZ ii 


如 果 耳 数 f(z) 对 区 间 [zt_,ze 上 的 任何 x 都 取 某 个 常 值 

C,， 则 由 和 性质 2) 我 们 就 得 出 
VO Ts) = Ct 一 TA}: 

实际 上 ,打数 f(x) 一 般 说 来 在 区 间 [z_;,x] 上 不 等 于 常数 ， 

但 如 果 该 函数 连续 且 若 区 间 [zr ,xi] 很 小 ， 则 该 汕 数 f(x) 

在 区 间 [z, ,ro 上 所 到 的 值 之 间 相 差 很 小 . 在 这 些 值 中 取 
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定 某 一 个 (全 我 们 可 以 说 ， 在 整个 区 间 [z_. ,zx ] 上 上 晤 数 
xz) 近似 等 于 7 ， 因 此 我 们 自然 地 认为 量 了 TCFize zi 
(不 应 忘记 该 量 还 是 没有 定义 的 ) 近似 等 于 (i) (x 一 
TH}? 因此 近似 地 有 


TCF 二 CE Cs 一 i 


其 中 名 是 区 间 [z,-iyzi] 上 的 任 一 点 ， 这 里 我 们 自然 假设 该 

近似 等 式 的 误差 当 区 问 [1 ,zs] 越 小 也 就 越 小 , 即 随 着 所 做 

的 分 划 的 7 变 小 而 更 小. 但 由 此 已 经 完全 确定 了 重 Y 的 确切 

意义 是 
lim D) fié) Ce — ze) = {fdz. 


己 机 分 学 的 关系， 在 积分 学 发 展 的 最 初 阶段 ， 当 积分 
学 与 微分 学 之 间 联 系 的 巨大 意义 还 没有 以 应 有 的 程度 进入 学 
者 们 的 思维 视界 之 中 时 ， 要 解答 我 们 所 述 的 问题 ， 还 只 能 通 
过 把 积分 作为 和 的 极限 来 直接 计算 , 

在 每 一 个 具体 问题 中 都 力求 选取 特别 方便 的 分 划 并 专门 
地 挑选 & 值 , 以 便 在 用 于 每 个 特别 的 函数 f(x) 时 , 尽 可 能 地 
减轻 和 简化 这 种 一 般 说 来 是 极为 繁琐 的 计算 ， 有 一 些 问 题 在 
很 古老 的 时 代 就 已 用 这 种 方法 解决 了 ， 后 来 又 增加 了 一 系列 
的 新 的 成 就 ， 但 是 ， 一 直到 利用 微分 学 和 积分 学 之 间 的 关系 
做 为 计算 积分 的 基本 方法 之 前 ,所 有 的 成 果 都 还 是 零散 的 ,并 
且 每 一 个 新 问题 都 需要 从 本 质 上 创立 新 方法 来 解决 ， 积 分 学 
只 有 在 同 微分 学 有 了 密切 的 互相 作用 以 后 ， 才 有 了 普遍 适用 
的 完全 合格 的 方法 . 

你 们 当然 很 熟悉 积分 同 微分 之 间 的 联系 在 于 ， 积 分 


Fery = | fondu 
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在 每 一 点 上 以 其 “被 积 阅 数 ”fCr) 为 导数 ， 只 要 该 画 数 在 这 

一 点 连 妆 特 蜀 地 ,对 连续 的 被 积 殴 数 刚 F(x) 处 处 以 (x) 

为 导 孝 ). 证明 很 简单 ， 如 果 主 汪 0 生 | 冯 | 充分 小 纹 之 0 时 的 

证 明 类 似 , 所 以 上 略 去 ), 则 当 xz 一 || 志 # 专 工 十 技 | 时 我 们 有 
f(r — ef f(r) 二 te 

其 中 :是 预先 选 定 的 任意 小 的 正 数 . 由 此 得 


: 十 由 
hf Cz) 一 elh) <| fdu ChFCr) + elhl, 
此 肢 表 明 
了 十 入 
fn ei| faut per) te 


由 于 s 为 任意 小 由 此 实际 上 推 得 
F(z) = fxr), 
由 于 有 这 种 联系 ,任何 微分 法 则 都 给 出 某 个 积分 法 则 ,只 
要 把 柚 分 法 则 上 反 过 来 看 就 行 了 。 不 但 如 此 ， 微 分 学 的 许多 一 
般 方法 至 少 允 许 部 分 的 反 转 而 得 出 重要 的 一 般 的 积分 方法 . 
例如 代数 和 的 微分 法 则 完全 可 以 反 转 来 给 出 代数 和 的 积分 法 
则 它 通 常 也 能 从 积分 的 原始 定义 中 容易 地 导出 ), 乘积 的 微 
分 法 则 导出 所 谓 的 “分 部 积分 法 ”, 这 种 方法 的 力量 你 们 都 已 
热 知 了 .“ 函 数 的 函数 ”的 微分 法 则 竟 反 转 就 是 你 们 所 熟知 的 
更 强 的 方法 ;“ 积 分 的 变量 变换 法 *. z 
应 用 所 有 这 些 方法 就 可 以 积分 大 量 的 初等 函数 (特别 地 ， 
是 所 有 的 有 理 函 数 ). 如 果 说 对 于 许多 初等 阔 数 我 们 还 不 会 写 
出 它们 的 积分 , 则 这 并 不 是 因为 我 们 所 用 的 方法 为 量 不 够 ,而 


中 译 者 福 , 原 书 没有 分 半 0 与 < 之 0 两 种 情况 ,这 时 木 一 定 有 
扩 fadu hf) + elhl, 
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是 荔 有 原因 ， 而 且 这 种 原因 及 具有 无 比 巨 大 的 原则 意义 。， 如 
果 说 求 初等 范 数 的 微分 时 ， 我 们 在 任何 情况 下 总 能 再 得 到 初 
等 盖 数 的 话 , 则 在 初等 函数 的 积分 时 则 完全 是 另 一 回 事 了 . 党 
靖 古 这 样 的 :这 上 类 盟 妆 的 积分 尽管 当然 是 存在 的 ， ee 


和 例如 记过 和 
只 分 就 是 这 样 . a 


a 但 对 此 :至少 在 最 初 ) 除了 利用 定义 它 的 积分 来 
研究 之 外 ， 没 有 任何 其 他 工具 . 

中 值 定理 ， 在 微分 学 中 通常 把 Lagrange 定理 称 为 中 值 
定理 ， 如果 函 数 zz) 在 区 问 [a,5] 上 连续 并 且 在 其 内 可 微 ， 
则 大 在 着 该 区 间 的 这 样 一 个 内 点 c, 使 得 

fp ~ Fa) = fF Ce} bh — a), 


ed 和 
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由 
| frydr = ft a), | C3) 


其 中 c 是 区 间 [a,5] 中 的 某 个 点 该 命题 可 直接 应 用 
Lagrange 定理 于 区 间 [a,5] 上 的 沙 数 下 (x) 一 | fadu 来 证 
明 . 下 面 的 关系 式 比较 更 为 一 般 : 
mtp—a) 雪 : [far < Mip—ay (a 人 < hb), (4) 

其 中 mw 和 MM 相应 地 表示 函数 f(x) 在 区 间 [a,5] 上 的 下 确 界 
和 上 确 界 . 这 个 关系 式 对 任何 有 界 的 可 积 函 数 f(z) 都 成 立 ， 
即 令 该 函数 连续 , 等 式 (3) 因为 点 c 的 位 置 未 知 , 使 得 

用 它 估计 其 中 的 积分 时 作用 也 没有 不 等 式 (4) 大 . 

“第 一 ”中 值 定理 的 更 为 一 般 的 形式 是 ,如果 函数 Kz) 
福 区 间 [a ,5] 上 处 处 非 负 ， 则 


由 
| a feo)| re C5) 


其 中 c 仍 表示 区 间 La, 太 的 某 个 没有 准确 确定 的 内 点 ， 为 方 
恒 起 见 我 们 将 把 函数 fx) 和 gx) 当 作 是 连续 的 并 且 和 假设 
Fz) > 0 Ca 和 基站; 为 证 明 公 式 (5) (plz) 三 1 的 特例 就 
是 公式 (3)) 只 要 在 区 间 [a,5] 上 对 函数 


es | f(g dn, Bx) = | gC)du, 
应 用 Cawmehy 公式 就 可 以 得 出 


[5 
Jf pd po Fa) Fp Ce) 


[gde Ba) Wc) 
区 二 
这 了 束 是 会 式 565). 
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但 有 是， 所谓 第 二 中 什 定 理 则 是 事 为 精细 的 和 解析 工具 ， 我 
们 现在 来 研究 它 . 该 定理 的 对 象 也 是 积分 
| fora 0) 


日 它 羽 当 被 积 明 数 的 两 个 因子 之 一 是 区 间 [a,b] 上 的 单调 函 
数 时 才 成 立 ， 设 函数 qxx) 对 a 二 工 < 之 5 为 非 负 且 不 增 ， 像 通 
日 一 样 ， 我 们 对 区 间 [a ,的 进行 分 划 了 并 保留 我 们 通常 的 记 
号 .我们 来 证 明 积 分 66) 是 和 


> pe)| firdr (7) 
上 二 ] 了 4 一 1 


当 亲 一 0 时 的 极限 . 实际 上 , 我 们 以 4 来 表示 函数 |f(x)| 在 
区 间 [e ,5 上 的 上 确 界 且 以 4 来 表示 和 (7) 与 积分 (6) 的 差 ， 
我 们 由 熙 数 g(x) 的 单调 不 增 的 假设 将 得 到 


al 一 局 | cz — pr) fre 


< DS CPxre_1) 一 OT) ET Ce) 
kl 


< rtpa) — ph)), 
因而 有 
A ({ 当 I 开 一 上 0 时 ), 
注意 到 这 一 点 ,我 们 现在 用 Abel 引 旭 来 改写 和 <7) (第 
四 讲 ,第 110 页 ); 令 


| Aerodz = 
我 们 得 到 
Ca > p80)| fz)dr 一 Sg) CA 一 人 
上 二 ] < 一 上 一 


= AA) 一 WED 十 Ap . 8) 
= 1 
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我 们 现在 分 别 以 M 和 mm 来 表示 函数 

| Aceodu (9) 
在 区 间 a 硅 工 生 加 上 的 上 、 下 确 办 , 很 显然 地 有 mm 志 AL 寺 末 
《0 下), 而 由 于 对 确 数 gkx) 所 假 谍 的 非 负 且 不 增 性 质 ， 
公式 (8) 右边 的 所 有 的 4, 均 是 以 非 负 因子 相 习 , 则 该 公式 给 
出 

mot) ES Moet), 
但 当 i 一 0 时 我 们 有 
PED pa 二 0 5 一 [empecr?ydz， 
由 此 得 
mp 二 人 过 | fxr)pr)dr < Mpa + 0), 

或 者 知 Fae 十 0 天 0 (gha 十 0) 二 0 的 情形 当然 是 平凡 的 ) 则 
有 


< 0 a | f(r}ydr SSM, 


但 连续 的 图 数 (9) 应 当 在 区 癌 [a ,并 的 某 个 内 点 6 处 取 其 两 入 
界 则 的 中 间 人 得， 即 这 些 不 等 式 中 间 一 项 的 值 ， 由 此 得 


{farat 0 for)dz Ca 10) 

此 公式 也 即 构 成 了 我 们 特定 条 件 下 的 《 当 函 数 gx) 是 

非 负 奸 不 增 的 函数 , 而 A(z) 是 插 意 的 可 积 函 数 ) 第 二 中 值 定 
理 的 内 容 .“ 中 和 值 ”$ 在 此 很 独特 地 成 为 一 个 积分 限 ， 


如 果 依 然 假 设 范 数 g(x) 非 负 , 但 这 次 却 是 不 减 函 数 ,， 则 
邻 工 =p— yy, Hb 一 y) 一 Hy), 我 们 就 得 到 


由 -可 
| Aeroywcodz= | 7 一 yndy。 
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因为 王 数 g%(y) 很 显然 地 非 负 有 目 不 增 ( 当 0 二 yy 之 5 一 a 时)， 
则 我 们 可 以 对 上 面 这 个 积分 应 用 公式 (10) 而 得 
(6 ~ Wyeyydy = + OF ~ ydy z 
一 pb 一 of 7 Cry)dz, 
其 中 0 之 7 之 了 一 a 因而 有 a < 之 一 5 一 7 之 5, 也 即 是 说 ， 
此 时 第 二 积分 中 值 定理 的 形状 是 
| rerpwczodz a 0)| frydz. 
最 后 ,我 们 将 设 函 数 rz) 是 单调 的 ,例如 是 不 增 的 ， 但 


关于 其 符号 我 们 将 不 作 任何 假设 . 因为 画 教 Kz) 一 p08 一 人 0) 
在 区 闻 [a,5 上 非 负 且 不 增 , 则 应 用 公式 (10)， 我 们 得 到 


| ee [你 ) 一 HB Odr = 


a he Of fer)dz, 
由 此 得 


[fa rdrpato)| f nart ms—0) | fa)dz. 


这 就 是 一 般 情形 下 第 二 中 值 定理 的 表述 .特别 地 , 若 应 数 
gLz) 在 点 a 及 处 连续 ， 则 有 有 


. 此 由 
[fprydr 一 g(a | trydzx 十 tb) | fox)dz. 


Ca < < 
广 党 积分 . 我们 现在 应 当 注 意 到 对 积分 的 原始 思想 的 
六 个 最 重要 的 推广 : 带 无 穷 积 分 限 的 积分 以 及 无 界 函 数 的 积 
分 . 在 两 种 情形 下 谈 到 的 都 是 积分 思想 本 身 的 实质 上 的 推广 ， 
它们 不 是 简单 地 把 原 有 概念 用 于 新 的 情况 ， 而 是 对 原 有 的 构 
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造 积分 的 方法 再 添加 一 个 新 的 补充 的 极限 过 程 ， 广 义 积分 已 
经 不 再 是 确定 形式 的 和 式 的 确 界 或 极限 ， 而 是 通常 积分 的 极 
限 . 
t= 了 十 ce 
你 们 了 解 ， 符 号 | ,| 以 及 | 分别 定义 为 


- 由 mn 4 mn 由 
lim | ， lim 1 ， lim 1 .， 


t= lo 站 一 U—-—i | a 
十 = 


为 要 更 好 地 研究 这 些 推广 的 基本 思想 ,我们 限于 简单 的 
特殊 情形 ， 设 函数 Kx 是 正 的 且 不 增 ( 当 x 渤 4 时 ) (图 28). 


J 


图 28 
在 几何 上 积分 
[far 
可 用 图 28 上 阴影 部 分 的 面积 来 表示 ， 当 上 5 增加 时 该 面积 也 增 


加 ， 当 5 一 十 oo 时 它 要 么 无 限 增加 ,要 和 妈 仍 为 有 界 因而 趋 近 
于 某 个 极限 .这 个 极限 我 们 称 之 为 广义 积分 


十 0 
| f(r)dz, 


可 以 用 由 Oz 轴 及 曲线 yy 一 f(x) 为 界 的 自 x 二 a 向 右 的 阴影 
部 分 的 面积 来 作 其 几何 解释 , 足 管 相 应 的 图 形 是 无 限 延伸 的 . 
这 面积 却 可 以 是 有 限 的 . 
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第 二 个 推广 的 最 简单 的 情况 是 无 界 晤 数 的 积分 一 一 尽管 
它 所 和 解决 的 完全 是 另 一 个 问题 ， 但 从 实质 上 同 刚刚 讨论 过 的 
问题 几乎 没有 区 别 ， 这 一 点 可 以 十 分 简单 地 看 出 来 ， 只 要 注 
意 到 其 几何 特征 可 以 通过 把 图 28 治 xrOy 的 平分 线 作 一 个 镜 
面 反 射 而 简单 地 得 到 . 例如 者 男 数 .六 xz) 当 在 点 a 的 附近 变 为 
无 限时 ， 则 


5 
| .rezyaz 


可 以 定义 为 通常 的 积分 | ,7(z2dz 当 = 一 十 0 时 的 极限 《图 


， 29?， 你 们 知道 ,这 里 所 讲 的 
”又 是 图 形 无 限 延伸 时 面积 是 
否 能 赋 以 确定 的 值 的 问题 . 
这 个 图 形 像 第 一 种 情形 一 
样 ， 只 是 摆 法 不 同 ， 是 竖 着 
摆 放 的 , 此外, 你 们 看 得 出 ， 
作为 近似 面积 这 里 取 的 是 与 
第 一 种 情形 不 同 的 另 一 种 图 
形 ， 但 所 有 这 一 切 当然 地 都 
没有 本 质 的 意义 . 
在 一 般 情况 下 ， 即 函数 f(x) 的 性 态 是 任意 的 D， 广义 积 
分 的 定义 仍然 如 此 ， 尽 管 已 经 不 能 用 如 此 简单 的 几何 图 形 来 
解释 了 . 当 相应 的 极限 存在 时 , 就 说 这 一 个 广义 积分 存在 , 或 
者 说 有 意义 ， 或 才 说 收 伍 ， 也 邑 是 说 ， 这 样 或 那样 的 广义 积 
分 的 收 伊 性 问题 始终 是 某 个 函数 的 极限 存在 问题 ， 极 限 理 论 


图 29 


GD 当然， 在 无 界 时 所 说 的 应 是 f(x) 在 其 一 个 点 附近 无 界 的 情 
形 ， 
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的 所 有 的 一 般 的 命题 因此 也 对 广义 积分 成 立 。 特别 地 ， 有 
Cauchy 准则 ， 很 蛤 然 , 它 在 此 处 的 形式 如 下 ， 如 果 函 痕 六 天) 
在 区 间 [a， 5] 上 对 任何 有 限 的 5 > a 都 可 积 ， 则 要 文 积分 


| 天 7 村 全 
耻 策 的话， 必须 而 且 只 需 , 对 于 无论 和 样 小 的 => 0， 当 和 和 
5 充分 大 时 前 有 
rca 一 < 


同样 地 有 下 述 两 个 重要 的 定理 ,正如 你 们 马上 要 了 解 的 ， 
它们 是 级 数理 论 相 应 命题 的 完全 的 类 比 . 

J 如 此 当 a 夺 xX 之 十 吕 时 0 所 f(T) 入)， 同时 f(x) 
和 gxXz) 在 任何 有 限 区 间 [a,5] (8 >> a) 上 都 可 积 ， 则 从 积分 


号 prydx 


+ 
| frydz 
该 定理 可 以 称 为 “积分 的 比较 法 则 ” 且 与 “级 数 的 比较 法 
出 ”完全 类 似 ( 第 四 讲 , 第 86 页 )， 且 同样 地 该 定理 的 证 明 你 
们 可 以 毫 不 虹 难 地 由 那里 谓 述 的 思想 汶 基 础 而 独立 地 进行 . 
2. 从 积分 : 
| | Fe ldz (11) 
@ 这 里 以 及 今后 为 方便 计 我 们 只 讲 一 种 广义 积分 ， 但 是 所 说 的 


一 切 在 作 了 相应 的 改变 以 后 (你们 当然 容易 自己 乒 出 ) 都 可 移 置 到 所 有 
其 他 类 型 ， 
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的 收 合 性 可 推 得 积分 
| fedz (12) 


的 收 伍 性 
该 定理 很 显然 与 第 四 讲 中 (第 92 页 ) 相应 的 定理 完全 类 
伺 且 可 以 与 它 完 全 相似 地 证 明 . 并 且 如 果 积 分 (11) 收 敏 的 
话 ， 我 们 也 说 积分 (12) 是 绝对 站 伍 的 . 
借助 于 这 些 定 理 容 易 建 立 更 多 的 时 常 通 到 的 积分 的 收 伍 
人 性. 例如， 从 积分 
1， 号 


的 收敛 性 (直接 观察 由 定理 1 可 推 得 积分 

EE sala 
的 收 合 性 ， 从 而 由 定理 2 可 椎 得 积分 

全 Dg 
的 收 倒 性 《 甩 同 时 又 是 绝对 收 敏 的 )， 如 果 在 定理 1 中 选取 不 
同 的 正 的 函数 (预先 知道 其 积分 收敛 ) 作 为 函数 gtx) 的 话 , 网 
它 可 以 给 出 一 系列 的 正 的 被 积 国 数 积分 的 直接 的 收 伍 性 准 
则 ， 而 借助 于 定理 2 则 可 以 对 带 任 意 符号 的 被 积 函 数 的 收 化 
性 建立 相应 的 准则 ， 训 无疑 冰 ， 这 些 准 则 中 有 一 些 你 们 已 经 
部 悉 ， 我 们 将 不 去 谈论 它们 ， 然 而 我 们 却 要 研究 两 个 不 是 广 
为 人 知 的 更 为 精细 的 准则 ， 因 为 其 中 讲 到 的 积分 下 能 不 是 缀 
对 收敛 的 《由 此 看 出 ， 上 顺便 说 一 下 ， 这 些 准则 不 可 能 从 1 中 
所 述 的 定理 导出 }. 

法 则 I. 设 画 数 Kx) 单调 且 limg(x) 一 0, 而 池 教 
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ftz) 则 是 使 得 | fw)dw 一 F(x) 当 z -oo 时 是 有 种 的， 此 时 
积分 
| ez)ACzdz (13) 


站 将 . 
实际 上 , 由 第 二 中 值 定 下 当 a 之 吉之 刀 过 十 品 时 , 区 加 
(bi,5) 有 这 样 的 内 点 如 ， 使 得 


好 


| PXIF Cx) dz 
‘ 


pg » 
一 mb + o)| fri) dz + ph, 一 0)| fix)dz 


一 qb 二 OCFCB) 一 下 人 下 十 
més — OLF 一 FOR)). (AY 
因为 当 刀 一 co 久 一 co 时 ,由 定理 的 条 件 , pl8 十 0) 和 
p(B 一 0) 趋 近 于 零 ， 同时 我 们 所 过 到 的 证 数 (x) 的 所 有 的 
值 都 有 界 ， 所 以 上 式 的 右边 趋 近 于 零 ， 从 而 左边 此 时 也 趋 近 
于 零 ， 由 Cauchy 准则 积分 (13) 的 收 伍 性 得 证 ， 
例 . 积分 


em i 
| Ue (14) 


收 伊 ,可 直接 从 准则 1 排 得 ， 只 要 令 pz) = x f(r) 一 
sin ,FCT) 一 cosl 一 cos x 即 知 . 但 是 可 以 很 容易 地 证 明 积 
分 (14) 的 收 化 性 不 是 绝对 收 合 ， 

法 则 工 . 如 果 圳 数 纵 zx) 单调 且 有 界 , 则 从 积分 (12) 的 
收 鼓 性 可 得 积分 (13) 的 收效 性， 

为 证 明 起 见 再 应 用 第 二 中 值 定理 , 在 tA) 中 的 第 一 个 等 
式 中 ， 当 而 — coo, br- oo 时 量 gb 十 0) eb Be 都 有 
办 ,同时 由 Cauchy 准则 及 积分 (12) 收 伍 性 的 假设 ,两 个 积分 
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都 趋 近 于 零 ， 这 就 表明 紫 时 左边 趋 近 于 零 , 由 此 又 据 Cauchy 
准则 我 们 判定 积分 (13) 收敛 . 


鲍 . 这 ftx) 一 2 且 wizx) 二 arctan x 我 们 从 积分 
(14) 已 证 明 的 收敛 性 得 出 ， 积 分 


se gn 全 ATCtAan 区 
dr 
1 


也 收 侣 . 

二 重 和 分 ， 作 为 积分 学 基础 的 那 种 特定 的 求 和 过程 也 村 
以 成 功 地 应 用 于 驳 个 变 元 的 函数 ， 在 大 量 应 用 领域 ， 特 别 是 
在 力学 和 物理 学 中 ， 这 种 多 维和 的 积分 或 者 如 通常 所 称 的 
“ 重 ” 积 分 , 起 着 相当 大 的 作用 . 这 种 积分 的 理论 与 通常 积分 
理论 比较 ， 没 有 原则 上 的 新 东西 ， 但 从 形式 方面 讲 却 是 很 短 
了 的 . 

今后 我 们 限于 二 维 的 情形 ， 并 简要 地 说 明 我 们 在 本 讲 开 

” 友 所 阐述 的 思想 怎样 在 几乎 毫 无 改变 的 形式 下 ， 可 用 于 重 称 
分 的 定 闵 ， 然 后 证 明 其 一 系列 的 性 质 . z 

现在 我 们 设 有 定义 在 坐标 平面 Oxy 上 的 某 个 有 界 闭 区 
域 个 D 上 的 有 界 二 元 削 数 xz 一 flz,y). 设 村 和 wx 是 精 数 
f(z,y) 在 区 域 D 上 相应 的 上 ,下 确 界 , 区域 忆 的 面积 我 们 约 
定 仍 用 字母 DD 来 表示 ， 与 我 们 在 一 维 的 情形 所 骸 的 相 次 信 ， 
我 们 在 这 里 也 将 研究 特区 域 DD 分 成 部 分 的 各 种 分 划 荆 ， 当 
然 ， 我 们 这 里 的 情景 要 比 以 往复 杂 得 多 ， 在 一 维 的 情形 ， 不 
仅 基 本 的 区 域 是 区 间 ， 而 县 我 们 将 它 分 割 而 成 的 小 区 域 都 是 


由 ”和 锣 区 城 即 包括 区 城 的 边界 点 在 内 的 区 域 . 译 者 注 ; 有 和 界 闲 区 域 
上 的 连续 函数 具 害 和 炳 区 癌 上 的 一 元 连 综 阴 数 一 样 ,是 一 致 连 续 的 ,能 
取 最 大 5 小) 值 和 一 切中 间 值 . 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www. fineprint.com cn 


积 分 181 


区 间 .， 而 我 们 现在 要 研究 的 情形 ， 不 但 区 域 D， 而 且 还 有 我 
们 分 割 成 的 那些 小 区 域 4 ,4 ,A 可 能 形状 完全 不 同 ， 对 
于 一 个 理论 ,对 所 有 这 些 区 域 的 形状 尽 可 能 不 加 任何 限制 ,这 
是 有 益 的 。 当然 ， 重 要 的 只 是 每 一 个 这 类 区 域 都 有 确定 的 面 
积 且 人 尾灯 两 个 不 同 的 区 域 A 和 入 的 会 共 部 分 〈 即 相互 的 边 
界 》 的 面积 等 于 堆 ， 除 此 之 外 ， 我们 将 车 对 分 划 了 提出 芷 何 
特殊 的 要 求 ， 

像 一 维 情形 一 样 ， 我 们 设 af 和 ms 相应 地 表示 函数 
Fryy) 在 区 域 A 上 的 上 ,下 确 界 . 像 以 往 一 样 ， 我 们 设 


ss DMA 5T 一 As, 


其 中 4 当然 表示 辐 一 符号 所 代表 的 区 域 的 面 各 像 以 往 一 
样 ,我 们 显然 有 
nD Tr MD 

因此 所 有 Sz 的 集合 下 有 界 ,而 所 有 sr 的 集合 上 有 界 , 设 了 和 和 
7 分 别 表示 所 有 的 和 Sr 的 集合 的 下 确 界 以 及 所 有 的 和 sz 的 
集合 的 上 确 界 , 我 们 在 这 里 将 称 这 两 个 数 分 别 为 浮 数 (x,y) 
在 区 域 DD 上 的 上 积分 和 下 积分 . 

如 果 了 二 7， 则 称 函 数 F(z,y) 在 区 域 D 上 可 积 且 其 积分 
等 于 


作为 这 种 “二 重 ” 积分 的 全 部 理论 的 基础 是 一 系 列 命题 
完全 类 似 于 我 们 在 一 维 情形 所 有 过 的 那样 ， 我 们 现在 只 简单 
好 研究 它 份 ， 仅 只 证 明 它 们 与 我 们 前 面 已 经 有 的 情况 有 所 不 
同 的 地 方 . 

因为 缺少 更 为 方便 的 术语 我 们 约定 称 基本 区 域 D 分 成 


es = /eydrdy. 
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的 那些 部 分 Al As ,An 为 网 服 , 我 们 将 称 属于 茶 个 网 有 眼 的 
所 有 可 能 的 一 对 点 之 间 的 距离 的 上 确 界 为 已 知 网 服 的 直径 , 
对 每 一 个 分 划 了 我 们 将 以 放 来 表示 网 眼 妨 ,6;… ,A 的 直 
径 中 最 大 的 一 个 . 很 显然 , 这 个 量 在 这 里 应 起 到 如 同 量 六 在 
一 维 情 形 下 所 起 的 那 种 作用 . 最后， 我 们 将 说 分 划 六 是 分 蓝 
7 的 加 细 , 如 果 分 划 开 的 每 个 圆 眼 都 整个 地 属于 分 划 了 的 某 
一 个 两 眼 的 话 . 

现在 我 们 来 建立 4 个 辅助 偷 题 ， 它 们 与 我 们 在 一 维 情形 
下 所 有 过 的 4 个 引 理 完全 吻合 . 

引 理 1. 如 采 分 划 了 T' 是 分 划 工 的 加 细 ， 则 有 

SDT! DT ST 2 7. 
证 明 可 以 逐 字 亚 句 地 从 一 维 情 形 搬 过 来 . 
引 理 I. 对 任何 两 个 分 划 T 和 了 :， 
DT 57 
我 们 对 一 维 迟 形 所 给 的 证 明 可 以 完全 重复 一 遍 ， 要 说 明 

的 只 是 如 何 作 出 另 一 个 分 划 了 ,使 之 成 为 两 个 已 知 分 划 T 和 
Ts 中 每 一 个 的 加 细 ， 我 们 简单 地 就 把 那些 属于 分 划 工 , 的 一 
个 网 腿 , 同 时 又 属于 分 划 工 ; 的 一 个 网 眼 的 所 有 点 的 全 体 作 为 
分 划 工 的 一 个 网 眼 . 把 7 ,7T: 的 所 有 这 一 切 网 眼 两 两 组 合 之 
后 我 们 就 得 到 了 分 划 了 的 全 部 网 眼 ， 依 最 加 细 的 定义 ， 很 显 
然 地 分 划 了 网 时 既是 分 划 的 加 细 ， 又 是 分 划 7 的 加 细 . 

引 理 五 ， 了 交工 

此 命题 如 同一 维 的 情形 一 样 ， 是 引 理 1 的 直接 推论 . 

引 理 N， 无 论 对 于 志 样 小 的 6 > 0， 都 存在 着 这 样 一 个 
教 8 汪 > 0, 使 得 对 任何 满足 要 求 dr < 过 5 的 分 划 工 ， 

GT< 了 十 FE syle, 

简单 地 说 ， 当 dr 一 0 时 和 Sr 趋 过 于 其 下 确 罩 ， 而 和 sr 则 不 
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近 于 其 上 确 界 . 

该 命题 的 证 崩 原 则 上 也 同 我 们 对 一 维 情形 的 证 明 没 有 差 
别 ， 但 是 由 于 这 里 网 跟 的 构造 更 为 复杂 ， 为 了 保证 形式 上 的 
完美 ， 我 们 更 加 详细 地 讲 一 下 . 

首先 , 因为 了 是 作为 所 有 的 和 Sr 的 下 确 界 而 定义 的 则 
必 存 在 着 一 个 分 划 Tu, 使 得 Sr < 了 十 5. 设 A 是 该 分 划 T， 
的 任意 一 个 网 眼 ， 半 面 上 距 此 网 眼 的 边界 不 超过 8 的 所 有 点 
的 全 体 ， 很 显然 她 构成 了 围绕 该 边界 的 一 个 * 环 "一 样 的 东西 
(在 图 30 中 该 “ 环 ” 的 边界 用 ce 
虚线 标 出 )， 不 难 证 明 当 8 人 
充分 小 时 该 " 环 ” 的 面积 近似 
等 于 26， 而 误差 对 于 了 是 . 
高 阶 无 穷 小 量 ， 其 中 心 为 网 “站 
服 4 为 线 的 长 . 设 UU 


Sa = Ls 
此 时 出 所作 类型 的 所 有 的 
“ 环 ” 的 总 个 梅 成 的 面积 已 
将 不 大 于 26L ( 它 可 能 更 小 ， 因 为 “ 环 ” 与 “ 环 ” 之 癌 可 能 相互 
芋 登 )， 现 在 设 了 是 满足 必 二 8 的 任意 分 划 ， 这 个 分 划 的 网 
眼 我 们 可 以 分 成 两 组 : 整个 地 属于 DD, 的 归 人 第 一 组 , 而 其 余 
所 有 的 则 办 入 第 二 组 . 和 Sr 中 祖 应 于 这 两 组 的 部 分 , 分 别 表 


图 30 


ii 


了 不 言 而 嘛 , 我 们 在 这 里 已 经 瞳 售 了 对 分 划 的 网 眼 一 个 要 求 , 而 
比 当初 更 敬 刻 -点 , 这 里 , 我 们 应 假定 每 个 网 眼 都 是 单 连 通 的 , 具有 有 
限 长 的 边界 . 遗憾 的 是 限于 讲义 的 篇 三 我 们 不 可 能 更 详细 地 讲述 这 些 . 
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示 成 SP 及 5 名 我 们 分 别 来 估计 每 一 部 分 . 在 此 , 正如 在 一 
维 情 形 一 样 ,不 影响 讨论 的 一 般 性 ， 可 以 设 在 整个 区 域 D 上 
有 
fry 0, 
因为 在 和 58? 的 每 一 项 中 第 一 个 因子 不 超过 MH, 而 包 会 
于 SP 中 的 网 眼 的 面积 和 不 超过 区 域 DD 的 面积 (正如 我 们 看 
到 的 ， 不 太 于 28L}， 帮 有 
< 2ML6, (15) 
至 于 构成 和 3 近 中 的 网 眼 ， 则 其 中 的 每 一 个 都 整个 地 属于 分 
划 工 , 的 某 一 个 网 腿 A. 实际 上 , 第 二 组 中 不 满足 此 要 求 的 网 
眼 A 就 必须 包 售 某 一 个 网 眼 点 的 一 个 边界 点 已 ,但 作为 第 二 
组 的 网 有 眼 ，A 不 可 能 整个 地 属于 包围 此 边 春 的 “ 环 ”， 因 而 还 
应 包含 位 于 此 “ 环 ” 外 的 点 @, 但 这 样 一 来 ， 点 己 和 已 之 间 的 
距离 就 将 大 于 5, 更 不 用 说 网 眼 A 的 直径 了 , 这 是 不 可 能 的 . 
如 果 在 395" 的 每 一 项 中 以 Mi 来 代替 其 第 一 个 因子 ， 这 
不 会 使 Sf 变 小 . 这 里 MM 对 应 于 分 划 了 T, 的 网 眼 斥 , 这 网 眼 
的 一 部 分 就 构成 了 分 划 了 的 网 眼 A (第 二 组 ) 的 已 知 项 中 . 另 
一 方面 , 由 于 苯 数 .Fr 非 负 , 则 以 此 方式 得 到 的 不 减 的 和 
将 很 显然 地 总 不 大 于 Sn ， 这 样 一 来 


Sp & Sr, <T + 5 
把 这 个 不 等 式 同 不 等 式 (15) 合并 考虑 ,并 选择 数 8， (迄今 为 
止 , 6 还 是 任意 的 ) 使 之 小 于 77， 我 们 就 得 到 
Sr= SP + SP <2ML+I+S <l+e 


用 完全 同样 的 方式 可 以 证 明 当 满足 条 件 dr 二 5 时 ,有 sr 活 
了 一 s， 于 是 引 理 NN 的 证 明 完 成 . 
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定理 . 如 果 迁 数 了 itz,y) 在 区 域 DD 上 可 积 , 则 对 任意 的 
分 划 了 了 当 dr 充分 小 时 有 
ys) 一 7| < 
| 
其 中 E 且 任意 预先 给 室 的 正教 ， mh (Es ny tk | ye 征 
网 月 思 ， 的 尾 一 ， 点 . 


简单 一 点 , 我 们 就 说 ， 和 和 Df 当 c 一 0 时 赵 近 


于 积分 六 这 里 的 趋 近 ， 对 于 一 切 可 能 的 分 划 工 以 及 一 所 
《et 的 一 切 可 能 的 选择 方式 , 是 一 致 的 . 
为 简单 计 我 们 通常 以 Sr 来 宕 示 该 和 ,从 很 明显 的 不 等 式 
NE < 上 = 
对 任何 分 划 以 及 任意 选择 的 点 (&,%:) 有 


FT ST ST, 


这 就 表明 ， 由 引 理 ,对 于 充分 小 的 dr， 有 


由 此 得 |27 一 了 | 过 e 所 证 定理 的 逆 定 理 也 成 立 且 其 证 明 也 
和 一 维 的 情形 完全 一 样 . 


收 合 性 的 芋 遍 适用 的 必要 充分 准则 
ST 一 5 二 ks 一 站 (CT — 0) 
的 证 明 同 过 去 一 样 ， 


1) 者 此 准则 成 立 , 则 由 不 等 式 Sr 尘 了 宇 了 实 sr( 对 任意 
分 划 ) ,对 充分 小 的 dr 有 7 一 I 志 Sr 一 sr 之, 由 此 据 e 的 任 
意 性 得 了 = 了 

2) 如 果 肯 数 Frz,y) 可 积 , 则 由 引 理 W ,对 充分 小 的 dr 
我 们 应 有 Sr < 了 十 sy sr>> 了 一 e 由 此 得 Sy 一 sr < 28, 这 
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就 表明 当 dr 一 0 时 Sr 一 57 一 0. 

最 后 ， 连 续 函 数 的 可 积 性 里 可 以 用 与 一 维 情形 完全 一 样 
的 讨论 来 证 明 .， 在 这 里 仍 然 是 这 样 一 件 事实 成 为 该 证 明 的 基 
珊 :， 连续 函数 始终 共有 一 致 连 针 性 〔 在 有 界 所 区 域 上 ， 即 所 
含 其 边界 的 区 域 上 )， 

三 重 积分 后 计算 .我 们 在 前 而 讲 通常 的 积分 《 即 非 广 
义 积 分 }】》 时 已 经 讲 到 过 ， 作 为 积分 定义 基础 的 求 和 过 程 ， 如 
果 我 们 试图 以 它 为 工具 来 实际 进行 积分 计算 的 话 ， 几 乎 不 会 
给 出 什么 ， 但 是 我 们 当然 更 不 能 期 望 二 重 积分 的 计算 可 以 促 
展 求 和 过 程 而 得 以 方便 地 进行 . 

在 通常 的 积分 中 ， 我 们 看 到 了 ， 积 分 的 强 有 力 的 一 般 的 
计算 方法 只 有 利用 积分 学 与 微分 学 的 关系 的 途径 才 得 以 产 
生 . 对 于 二 重 (以 及 一 般 的 多 维 人 情形 》 积 分 而 言 ， 也 可 以 发 
现 这 种 关系 、 但 是 ， 二 重 积分 的 最 一 般 和 和 最 有 效 的 计算 方法 
是 将 此 问题 化 为 两 个 逐次 进行 的 一 维 积分 ， 而 这 是 我 们 熟知 
的 ， 我 们 简单 地 研究 怎样 去 黎 ， 

设 在 其 上 定义 有 连续 是 数 f(x,y) 的 区 域 襄 基 这 样 的 区 
域 ， 任何 与 坐标 轴 平 行 的 直线 与 忆 的 边界 最 多 相交 于 两 点 
《图 31)， 我 们 为 建立 函数 Fr 的 积分 了 所 做 的 区 域 的 分 
划 了 ,可 以 只有 任何 形状 的 网 眼 ， 只 要 其 直径 可 以 任意 小 就 
行 ， 我 们 现在 以 平行 于 举 标 轴 的 直线 网 来 进行 分 划 ， 凡 和 而 网 
眼 痢 基 长 方形 (那些 分 布 在 区 域 忆 的 边界 附近 的 除外 ). 我 们 
自在 圣 右 以 与 , 避 ,… 来 表示 平行 于 Oy 轴 的 直线 的 横 坐 标 ， 
以 pr 有 自 下 而 上 ) 来 表示 平行 于 Ox 办 的 直线 的 纵 举 
标 ， 而 分 别 以 ae 和 上 5 来 表示 区 域 DP 上 的 点 的 横 举 标的 下 确 界 
和 上 确 弄 ， 分 别 以 了 = g(r) 和 y= (xz) 来 表示 区 域 马 的 
下 边 洛 和 上 边界 的 方程 ,而 以 A 来 表示 由 直线 = &_,， 
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下 一 


G2 > 
有 YY 
9 


图 31 
让 二 上， y= y= 为 办 的 网 眼 ， 最 后 令 扣 一 名 -1 一品 
7; 一 下 一 下 因而 有 A 一 用 ;一 一 如 果 网 焉 4; 是 长 方形 ， 


即 不 在 区 域 D 的 边界 上 . 
如 果 所 有 的 ,都 充分 小 ， 则 dr 可 以 任意 小 ， 且 积分 了 
与 和 
S 一 2 A; (16) 


的 差 可 以 任意 小 . 我 们 先 不 
管 那些 位 于 区 域 D 的 边界 
附近 的 不 方便 的 非 长 方形 的 
网 眼 . 以 6 来 表示 数 及 ,中 
最 太 的 . 以 直线 本 一 i 可 
xz 一 去 为 办 的 条 形 中 可 能 在 
上 面 或 下 面 有 非 长 方形 的 网 ,2 2 
眼 . 在 图 32 中 图 示 了 这 种 带 图 32 
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形 的 上 按 界 为 界 的 网 眼 的 例子 . 这 种 网 眼 {图 32 中 它们 共有 
3 个 ) 我 们 用 斜 线 标 岩 , 完全 位 于 基 一 个 长 方形 内 , 这 长 方形 
底 边 长 等 于 志 , 而 高 很 显然 地 不 超过 十 283， 其 中 心 为 函数 
2(XT) 在 区 则 [2 上 的 振幅 5 该 长 方形 在 图 32 中 也 对 出 
来 了 ). 如 果 了 充分 小 ， 则 由 负数 g(x) 的 一 致 连续 性 , 任何 
wi 雇 及 任何 wi 十 28 都 可 以 小 于 任意 小 的 正 数 e, 因此 图 32 
上 所 描 综 出 的 这 类 非 长 方形 的 网 眼 的 曾 积 之 种 将 小 于 sh,， 
因而 整个 区 域 DD 的 边界 的 上 边 的 带 形 中 的 网 眼 之 面积 和 小 
于 6 2h 二 ebb 一 a), 很 显然 ,对 该 边界 的 下 边 的 带 形 中 的 


全 部 网 眼 也 能 得 到 这 个 估计 ， 因 而 所 有 的 “不 全 ”的 网 服 的 总 
面积 不 超过 2e(# 一 a)， 从 而 在 和 (16) 中 相应 这 些 网 眼 的 部 
分 ， 其 绝对 值 不 会 超过 2MG 一 qa)s (其 中 M 为 函数 | 0z， 
>)| 在 区 域 呈 上 的 寺 确 界 ). 因此 这 一 部 分 的 项 之 和 当 # 充分 
小 时 可 以 任意 小 . 所 以 在 今后 , 愉 对 长 方形 网 眼 来 作 和 (16)， 
于 是 对 任意 分 划 , 当 dz 充分 小 时 ， 我 们 仍然 有 17 一 号 | < si 
现在 就 有 
和 过 2 07); 一 2 7h 2 sR 


如 果 我 们 固定 一 组 确定 的 值 -本 -本 ': ,并 无 限 城 小 所 有 的 关 
上 = Hi 1 则 内 屋 的 利 DF bn 将 以 积分 
[fdy 
为 其 极限 . 为 方便 起 见 ,我们 将 此 积分 写成 FC&), 即 一 般 地 令 
F(z) = {fryydy 
Pt 


(积分 时 把 > 当 作 常量 , 因而 把 了 (x,y) 作为 单一 变量 y 的 函 
数 来 积分 ). 我 们 可 以 取 训 ; 这 样 小 , 使 得 对 任何 i 都 有 
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| SF Dk — FOEY)| < #, 
i 


由 此 得 
DDNAGEALS -一 四 (全 用 | < eh 


县 
(2 2 fi 0) — DF Eh = |s 一 DJ FEDR,) 
< Eh ~ eth — a), 
最 后 ,对 充分 小 的 如 ,入 FC.)h 很 显然 地 可 以 任意 趋 近 
于 极限 
fredz. 
这 样 一 来 , 我 们 看 到 ,对 于 适当 选取 的 区 域 的 分 划 ,所 有 这 
3 个 差 , 了 一 汪汪 一 DF ER 以 及 DIFC = | Fr)az 
都 是 任意 小 ,从 而 其 和 7 一 | F(z)dz 也 是 任意 小 . 但 是 了 一 
[F(z)dz 是 不 依赖 于 任何 分 划 的 . 因而 它 应 当 等 于 零 ， 这 即 
是 说 ， 我 们 得 到 
|],waray = J arf fry)dy, 
这 样 ,计算 二 重 积分 确实 化 成 了 两 个 逐次 进行 的 通常 的 积分 . 
内 层 的 积分 当然 与 > 有 关 , 但 已 经 是 与 y 无 关 的 了 . 当然 , 不 
用 我 们 所 选 的 积分 顺序 ， 也 可 以 歌 相 反 的 里 序 ， 这 个 附注 有 
时 具有 实质 性 的 实际 意义 ， 内 为 可 能 发 生 这 样 的 事情 : 交换 


一 下 积分 次 序 ， 我 们 可 以 得 到 相当 容易 积分 的 落 数 . 
积分 的 一 般 蚌 想 . 本 讲 就 要 结束 了 人， 在 最 终结 束 它 之 
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前 ， 我 们 还 想 从 更 一 般 的 观点 来 看 一 下 任何 一 种 积分 过 程 的 
基础 ， 而 不 管 是 通常 的 积分 或 者 多 维 的 积分 其 至 更 为 一 般 的 
以 及 抽象 的 积分 . 

我 们 首先 是 涉及 某 个 空间 的 确定 的 区 域 D， 同 时 这 里 的 
术语 “空间 ”应 当 在 非常 广泛 的 意义 下 去 理解 ， 它 可 能 是 直 
线 、 平 面 以 及 我 们 通常 的 三 维 空间 ， 甚 至 任何 多 维 空间 以 及 
完全 另外 的 空间 ， 我 们 不 打算 在 这 里 给 出 这 个 术语 的 一 般 的 
定义 ， 对 我 们 的 目的 而 言 ， 重 要 的 只 是 ， 首先， 空间 的 任意 
两 点 之 间 是 以 确定 的 距离 分 开 的 .其 次 ， 我 们 所 研究 的 区 域 
D 及 其 部 分 (“网眼”) 具有 确定 的 延伸 度 , 这 个 延 仲 度 视 空 
间 的 性 质 而 可 以 是 通常 的 长 度 、 面 积 、 体 积 等 等 ， 为 通用 起 
见 我 们 将 简单 地 称 之 为 我 们 空间 相应 部 分 的 “测度 *”. 
现在 设想 : 在 区 域 D 上 分 布 有 某 种 物质 ， 希 望 这 个 字眼 
不 致 环 倒 你 们 一 一 我 们 不 打算 定义 物质 这 个 词 所 表明 的 概 
念 . etre otra tL ee 


安 上 和 二 只 昌 昌 是 胡 二 和 本 辫 二 于 


Ra 
例如 这 可 以 是 在 某 个 已 知 的 时 间 段 内 降落 到 茜 个 平面 区 域 
上 的 降雨 量 ， 毫 无 质问 ， 对 于 建立 我 们 的 数学 对 象 而 言 该 物 
质 的 性 质 无 关 紧 要 ， 对 我 们 重要 的 仅 是 我 们 所 研究 的 区 域 卫 
的 每 一 部 分 A 上 该 物质 有 一 个 确定 的 量 忍 (4)， 当 区 域 忆 用 
一 个 分 划 了 被 分 成 若干 部 分 (网 腿 ”) 时 ， 物 质 的 总 量 FCD) 
部 是 由 在 每 一 个 网 眼 上 的 物质 的 量 相 加 而 成 ; 

FOD) = FCOAM) + FCA) + 二 FLA,), 

在 我 们 所 讲 的 形式 格式 的 任何 现实 的 解释 中 , 区 域 DD 中 
一 定点 P 处 的 物质 的 “密度 ”概念 都 起 着 本 质 的 作用 .从 数 
学 方面 讲 ， 我 们 马上 就 要 看 到 ， 可 以 由 微分 过 程 来 定义 .车 
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A 是 区 域 D 的 任意 一 个 部 分 , 具有 确定 的 测度 ma, 则 自然 地 
称 比 所 全 为 该 物质 在 区 域 4 上 的 平均 密度 . 这 是 物质 位 于 区 
域 4 上 每 个 单位 延 仲 度 〔 测 度 ) 上 的 平均 的 数量 ， 现 在 设 忆 
是 区 域 D 上 的 任意 一 点 ， 如 果 我 们 用 一 个 直径 d(4) 很 小 的 
区 域 4 来 包围 该 点 《在 我 们 的 空间 中 任何 区 域 的 直径 都 是 完 
全 确定 的 , 因为 任意 两 点 之 间 的 距离 已 有 了 定义 ), 则 物质 在 
该 微小 区 域 4 上 的 平均 密度 刻画 了 该 物质 在 点 P 附近 的 称 
密 的 程度 ， 而 如 果 这 个 平均 密度 ， 像 我 们 假设 的 那样 ， 当 区 
域 上 收缩 于 点 已 时 (da)-> 的 赵 近 于 确定 的 极限 产 已 )， 则 
我 们 将 称 该 航 限 f(P) 为 该 物质 在 点 P 处 的 密度 .所 有 物理 
十 的 物质 -一 质量 、 电 荷 等 等 的 密度 都 是 这 样 定义 的 ， 我 们 
看 到 ,物质 的 密度 了 CP) 是 我 们 空间 的 点 的 函数 , 而 物质 的 总 
量 FCA) 则 是 区 域 的 函数 . 可 以 说 , 函数 (C4) 刻 夯 了 该 物质 
在 区 域 忆 上 整体 的 《 即 关于 区 域 的 ) 分 布 而 函数 fCP) 则 是 
刻 梧 了 局 部 ( 即 关 于 点 的 ) 分 布 ， 如 果 给 定 函 数 FCA)， 则 可 
以 由 它 通过 某 种 微分 过 程 而 得 到 函数 /CP). 微分 过 程 的 实 
质 ， 从 原则 上 说 ， 最 好 是 直接 定义 其 为 对 某 个 现象 由 整体 的 
刻画 转 为 局 部 的 刻画 ， 

但 是 现在 车 相反 地 和 假定 在 区 域 DD 的 每 一 点 都 给 定 某 
种 物质 的 分 布 密度 f(P), 并 要 求 确定 出 包含 于 该 区 域 上 的 
物质 的 总 量 FLD)， 这 个 问题 就 是 最 一 般 形式 下 的 积分 问题 ， 
处 所 研究 的 对 象 的 局 部 刻 通 转向 其 整体 刻画 . 为 简单 起 见 , 设 
函数 /(P) 在 区 域 癌 上 连续 〈 我 们 假定 此 区 域 是 有 界 的 和 闭 
的 ,所 以 也 就 是 一 致 连续 的 )， 为 解决 我 们 的 问题 我 们 此 时 将 
区 域 DD 分 成 直径 很 小 的 网 眼 ,4,,…,A4,， 在 每 一 个 网 眼 色 


中 选取 任意 的 点 P,PW) 是 比 二 人 7 的 极限 , 即 令 4 直径 无 
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限 减 小 时 的 极限 . 这 里 4 始终 包围 点 Pi, 因此 ,如 果 网 眼 态 
很 小 ， 则 
PD 一 学 全 < 
其 中 * 是 任何 预先 给 定 的 正 数 ， 由 此 得 
FAM) 一 emA < f POmAs < FA) 十 sa 
而 将 这 些 不 等 式 对 关 求 和 ,我 们 得 到 
FID) 一 emD < ,flP)mA < FOD) + emD, 


kk | 


由 此 当 网 眼 直 径 无 限 磊 小 时 取 极 限 即 得 
lim Df (Pma, = FeD). 


这 样 ， 我 们 看 到 ， 对 已 知 函数 f(P》( 分 布 密度 ), 是 
FLD) ( 即 物质 的 总 量 ) 实际 上 是 借助 于 我 们 熟悉 的 积分 过 程 
来 定义 的 ; 网 分 区 域 九 成 为 网 眼 4 , 选取 点 Pi, 对 所 有 的 网 
眼 构 造形 如 A(Pi)mas 的 匀 积 并 求 和 ， 最 后 是 求 此 和 当 网 眼 
的 直径 趋 于 零 时 的 极限 . 

这 样 ， 从 我 们 的 非常 一 般 的 观点 看 来 ， 积 分 过 程 对 于 无 
论 什 么 样 的 空间 , 都 是 知道 物质 在 所 考虑 的 基本 区 域 D 之 每 
一 点 的 密度 以 后 ， 再 确定 分 布 于 这 个 区 域 上 的 物质 总 量 的 方 
法 ， 任 何 这 种 方法 都 与 某 个 〈 解 决 道 问题 的 ) 微分 过 程 不 可 
避免 地 有 关联 ， 微 分 过 程 的 目的 就 是 已 知 物质 在 每 个 区 域 上 
的 分 布 数 量 时 求 物质 分 布 的 局 部 密度 ， 完 全 可 以 充分 准确 地 
列举 出 所 有 基本 的 前 握 ， 并 在 此 一 般 的 抽象 基础 上 建立 积分 
理论 ， 这 时 通常 的 积分 、 二 重 积分 以 及 其 他 专门 的 积分 都 成 
为 这 种 一 般 理 论 的 特殊 情形 ， 其 最 重要 的 性 质 就 一 劳 永 逸 地 
由 这 个 一 般 理论 所 确定 ， 而 不 需要 再 对 每 一 个 个 别 的 情形 去 
证 明了 . 
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酷 数 的 级 数 尾 开 


级 数 作 为 研究 函数 的 工具 . 一 一 知 级 数 展 开 . 一 一 多 项 式 级 
数 , Weierstrass 定理 . 一 一 三 胡 级 数 , -一 -Fourier 系数 . 一 一 
平 坞 通 近 . 一 一 三 角 晒 数 系 的 封闭 性 . 一 一 具有 有 界 可 积 导 消 
数 的 陋 数 之 Fourier 级 数 的 收 人 证 性 .一 一 对 性 意 区 加 的 推广 . 


村 数 作 为 厂 究 函数 交 工 具 ， 当 我 们 给 出 正弦 和 余弦 其 
最 初 的 几何 定义 时 ,这 些 范 数 的 一 系列 最 重要 的 性 质 我 们 都 
是 从 其 定义 中 直接 锥 出 的 . 后 来 对 这 些 咀 数 引 入 了 通用 的 记 
号 sin z 和 cos + 但 这 些 “ 解 析 表 达 式 ”当然 对 了 解 它们 所 表 
达 的 函数 不 会 增添 竺 何 新 东西 ,完全 类 似 于 :以 xz) 来 表示 
Dirichlet 泛 数 时 ,我 们 对 该 函数 的 性 质 并 不 和 多 了 解 任何 新 东 
三 一 样 , 但 当 我 们 稍 晚 些 时 找到 了 三 角 孙 数 的 新 的 解析 表达 
式 , 即 把 它们 表示 成 壬 级 数 

sinz = DF (— 1)™! 


四 王 】 


二 后 一 4 
人 
> “TT 
的 形式 时 ， 则 我 们 借助 于 这 些 表达 式 就 可 以 很 容易 地 建立 起 
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这 些 函 数 的 一 系列 性 质 ,这 些 性 质 从 其 最 初 的 定义 中 是 完全 
不 能 得 出 的 或 者 只 有 通过 很 复杂 的 途径 才能 得 到 . 首先 是 这 
种 展开 使 得 我 们 能 够 以 原则 上 最 简单 的 方法 对 自 变量 的 任意 
值 来 计算 三 角 函 数 的 值 . 在 第 三 讲 中 我 们 讲 到 过 对 于 解析 表 
达 式 的 过 分 迷信 所 隐 含 的 危险 性 . 实际 上 ,在 应 用 科学 的 代表 
者 中 间 时 常 遇 到 这 种 现象 的 有 害 的 后 果 , 对 此 已 在 适当 的 时 
候 谈 过 , 但 不 能 排除 在 现代 数学 家 中 有 时 也 会 遇 到 另 一 个 极 
端 ,可 能 带 来 的 危害 也 不 小 :这 就 是 对 解析 表达 式 根本 上 奉 
视 , 实 际 上 反 过 来 导致 对 函数 毫 无 办 法 .束手无策 . 

对 于 解析 表达 式 , 如 果 我 们 一 开始 就 以 主人 的 身分 对 待 
它 , 而 不 是 做 它 的 顺从 的 毫 无 头脑 的 附庸 ,如 果 我 们 只 把 它 看 
作 是 一 一 服从 于 我 们 的 目的 和 意图 的 研究 函数 的 工具 一 一 则 
它 在 这 类 研究 中 可 以 起 到 巨大 的 决定 性 的 作用 , 并 生 能 带 来 
很 多 的 好 处 , 此 外 ,应 当 认为 下 面 的 情况 是 正常 的 .自然 的 : 当 
一 个 数学 家 需要 研究 一 个 确定 的 函数 时 ,首先 就 要 寻找 这 函 
数 的 方便 的 解析 表达 式 ,从 表示 一 个 函数 的 这 种 解析 工具 的 
细节 中 ,在 多 数 情况 下 都 能 给 出 最 合理 的 方法 来 找 出 该 函数 
我 们 所 需 的 性 质 . 

从 作为 研究 函数 的 工具 这 个 意义 上 讲 , 在 各 种 有 力 的 解 
析 工 具 中 按 其 简单 .灵活 .明确 以 及 使 用 的 方便 而 言 , 毫 无 疑 
间 第 一 位 的 应 属于 函数 级 数 . 这 个 最 重要 的 解析 工具 的 思想 
很 简单 :我 们 想 要 研究 的 本 数 可 以 表示 为 其 他 的 更 为 简单 的 、 
容易 研究 的 函数 的 序列 ( 即 表 示 此 函数 为 级 数 的 部 分 和 ) 的 极 
限 . 如 果 这 个 部 分 和 在 整个 所 研究 的 区 间 上 完全 趋 近 于 所 研 
究 的 函数 , 则 我 们 就 有 理由 从 这 个 近似 的 部 分 和 的 性 质 来 和 
计 所 研究 冰 数 的 一 些 性 质 -一 一 尽管 只 是 近似 地 研究 , 特别 地 ， 
会 对 自 变 量 的 某 个 值 近 似 计算 这 些 部 分 和 的 值 ,我 们 同时 也 
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就 有 办 法 近似 计算 所 研究 函数 的 相应 的 值 ， 

用 什么 样 的 池 数 作为 我 们 的 展开 式 的 元 素 最 方便 .最 适 
合 呢 ? 即 选 什 么 函数 作为 表示 所 研究 函数 级 数 的 项 ,最 便于 帮 
助 我 们 研究 函数 ?对 此 问题 ,我 们 当然 不 指 建 有 唯一 的 答案 适 
用 于 所 有 情形 . 这 几乎 完全 取决 于 所 研究 的 函数 的 性 质 以 及 
我 们 对 冰 数 所 提出 的 问题 的 性 质 , 只 是 必须 指出 ,有 几 种 最 重 
要 前 函数 级 数 类 值得 推荐 起 这 种 作用 ,因为 每 一 步 都 可 以 应 
用 它们 ,这 样 就 自然 地 要 求 创立 相应 的 一 般 理论 : 这 里 首要 的 
是 罕 级 数 ( 其 中 展开 式 的 元 素 是 自 变量 的 整数 次 矫 一 首先 
总 非 负 整数 次 敌 ) 和 三 角 级 数 (其 元 素 形 式 为 sin kr cos 开工 ， 
其 中 二 0,1,2,*……)》, 但 是 ， 在 很 多 情况 下 ， 作为 展开 式 的 元 
察 更 方便 地 并 不 是 选 这 类 最 简单 的 “万 能 的 ”函数 ,而 完全 是 
另外 的 函数 ,尽管 不 是 这 样 简单 ,但 是 按 其 性 质 而 言 , 间 所 研 
究 的 函数 有 着 更 为 密切 的 联系 (例如 所 谓 边界 问题 中 的 “特征 
函数 ”). 一 般 地 讲 选择 展开 式 的 形式 的 基本 指导 原则 应 当 是 
不 抱 任 何 偏见 ,这 样 就 能 在 最 大 的 程度 上 在 每 个 个 别 问 是 上 
考虑 到 这 个 问题 的 全 部 特征 . 以 下 ,我 们 只 简单 地 讲 一 下 与 关 
于 阔 数 展开 为 察 级 数 和 三 角 级 数 有 关 的 原则 上 最 重要 的 问 
题 . 

票 级 教委 和 开 . 我 们 知道 , 军 级 数 的 坡 合 域 总 是 荣 个 区 间 
《可 以 是 开 的 , 闭 的 或 半 开 的 ), 此 区间 以 -， 和 + 为 端点 . 函 
数 FKz) 应 当 具 有 什么 样 的 性 质 才 能 在 该 区 间 上 有 收敛 的 展 
开 式 


f(z) 一 De, x" 


呢 ? 我们 知道 ， 函数 f(x) 当然 应 当 在 开 区 间 (;， +) 上 连续 
“第 四 讲 , 第 110 页 ); 但 这 还 远 远 不 够 . 我 们 首先 来 证 明 妆 
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一 rx<<r 时 请 数 f(r) 应 当 在 点 zx 处 有 导数 ， 周 时 我 们 还 要 
证 明 ; 该 导数 户 (z) 可 以 表示 为 赛 级 教 


DnasT™ 1 (1) 


它 是 由 上 面 给 出 的 级 数 通 过 逐 项 求 导 而 得 出 的 , 并 且 它 也 在 
开 区 间 〈 一 r*r) 上 收 伍 . 在 证 明 中 和 需要 始终 注意 到 ， 无论 
fr) 的 导数 的 存在 性 ,或 者 级 数 (1) 的 收 伍 性 ， 我 们 都 设 有 
预先 给 定 ， 因 此 这 黄 件 事实 都 是 应 当 在 讨论 过 程 中 证 明 的 . 

- 设 |z|<<r 且 设 p 是 介 于 |z1 与 r 之 间 的 任意 的 数 .， 当 
| 二 | < 之 Pp 一 1z| 时 我 们 有 jz 十 | 过 p<<r 旦 因而 有 


jz 十 中) = Dalz thy", 


一 Sxth) 十 Ry(h), 


其 中 设 , 
Sw(h) = Da 迁 二 一 下 
由 二 兴 
Rwyth) = > a tO 
nm 二 tl 
因为 
( 圭 十 和) 一 


(二 |= 上 十 天 和 “十 (二 十 下) * 无 十 :> 十 工 ! | 
< 十 | 十 党 十 | 二 | 擂 : 


a Cd 
pe—|zx| ~e~izl" 
裔 当 拟 | <p 一 |z| 时 有 
[Ry < = 3. > [asd er 
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但 p<， 因而 上 上 面 的 不 等 式 的 右边 ,作为 收 和 伍 级 数 
> lanter 的 余 项 ， 对 充分 大 的 N 会 变 得 小 于 任何 枉 意 小 的 


正 数 & 这 也 即 是 说 ,如果 NN 充分 大 有 旦 上 4]<p 一 |z|, 则 有 
[Ryth) [=e, 
且 闵 而 有 
SuCh) et Eth gc) +e. 


如 果 我 们 现在 固定 不 变 而 令 思 趋 近 于 零 , 则 和 ,Sw(h) 很 显 
然 地 将 以 和 

Sy = ynaszr 
为 极限 ， 因 两 上 面 的 不 等 式 使 我 们 可 以 疡 定量 
4 十 包 一 /的 上 极限 和 下 极限 与 量 Sx 之 差 都 不 会 大 于 


,因而 它们 彼此 间 的 差 不 会 起 过 2e， 由。 的 任意 性 可 得 出 这 


此 极限 被 此 树 等 ， 邯 
jm +h) PCr) 
存在 且 与 和 Sw 的 差 不 大 于 s， 


| Cr) 一 Se 

这 里 只 有 几 了 唯一 一 个 条 性 ， 邑 六 充分 大 . 但 这 即 表 明 级 数 
(收敛 且 有 和 F(x)， 这 也 即 是 说 , 我 们 已 完全 证 明了 命 
题 ， 

这 样 一 来 ， 以 蚕 级 数 来 表 出 的 函数 应 该 不 仅 连续 而 且 也 
应 可 微 ， 和 但 这 还 是 小 事 ， 我 们 刚刚 看 到 产 (z) 是 用 收 敏 于 |z| 
<r 的 三 级 数 来 表示 的 ; 根据 刚刚 证 明 的 定理 , 在 开 区 间 
(一 r,r) 上 处 处 都 应 存在 着 二 阶 导数 .zx)， 继 续 讨 论 下 去 ， 
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ee 在 茶 个 区 向 内 以 幕 级 数 表 示 的 图 数 应 


和 和 


学 学 学 和 昌 和 呈 时 和 和 哇 和 二 四 过 学 


和 和 -不 [下 ) 区 疝 二 的 寄 级 数 ， a 
知 的 级 数 重复 进行 相应 次 数 的 逐 项 求 导 而 得 到 的 . 因此 
f(x) 一 aa fr) = >》 nar !, 
划一 般 地 有 
fr) 一 Din ltn 一 上 十 1)anr"". 
在 此 式 中 令 zx 一 0， 我 们 就 得 到 
FF 一 1 全 

由 此 得 

加 1 = (天 一 1 2, ). 
这 样 我 们 也 就 同时 证 上 明了 画 数 的 午 级 数 展开 的 唯一 一 性 且 找 出 
了 该 展开 式 的 系数 通过 这 个 函数 在 2 一 0 时 的 各 阶 导 数值 表 
达 的 式 了 于 这 也 即 是 说 一 般 地 有 :如 果 函 数 f(z} 能 够 展开 为 
三 级 数 ， 则 此 展开 式 的 形状 一 定 是 

fir) = 内 全 0 xn (2 ) 
这 印 是 所 谓 Maclaurin 级 数 . 令 > 一 a 十 衣 ， Po 
并 且 把 它 当 作 的 沙 数 展开 ， 我 们 就 得 到 

Ah > Eap, 


髓 呵 到 原来 的 记号 ， 我 们 得 到 更 一 般 的 Taylor 级 数 ， 
所 Dr — ay (3) 


把 所 有 这 些 事 实 同 我 们 在 第 五 讲 中 说 到 过 的 Taylor 公 
式 和 Maclaurin 公式 进行 比较 , 问题 会 变 得 特别 地 上 明了 .在 
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那里 我 们 设 有 讲 到 无 穷 级 数 ; 我 们 把 
Rr) = fx) 一 2 Re 


称 为 已 知 的 Maclaurin 公式 的 余 项 并 研究 了 其 当 z 为 无 穷 小 


时 的 性 质 ， 现在 我 们 看 到 了 就 是 这 个 量 的 性 质 决 定 了 十 数 

f(z) 展开 为 壬 级 数 的 问题 . 但 在 第 五 讲 中 我 们 假定 了 +» 是 国 

定 的 而 让 .zx 趋 近 于 零 , 现在 则 相反 地 我 们 应 当选 定 荣 一 个 x 

值 并 且 围 定 它 ， 而 令 数 = 无 限 增加 . 条件 
lim 开工) 一 习 


很 星 然 地 是 公式 (2) 成 立 的 必要 面 且 充分 的 条 件 .， 通常， se 
个 应 数 是 否 可 以 懂 开 为 Maclaurin 级 数 ， 是 要 通过 对 佘 项 的 
研究 才能 证 明 的 , 而 余 项 又 有 多 种 形式 , 从 中 义 要 选 定 某 一 
种 . 这些 余 项 形式 中 ， 有 一 些 我 们 在 第 五 讲 中 已 经 讲 过 . 这 
些 形式 中 的 右 一 个 对 此 目的 而 言 最 为 方便 一 一 这 当然 完全 取 
关于 我 们 想 要 展开 的 哨 数 的 性质 ， 

正如 我 们 在 上 面 所 看 到 的 ， 想 在 某 个 给 定 区 人 间 上 展开 为 
医 级 数 的 函数 ,应 当 在 该 区 间 的 每 一 个 内 点 处 上 共有 任何 界 的 
浮 数 . 到 之 ,因为 其 备 这 些 性 质 的 每 一 个 盘 数 在 该 区 间 的 每 
一 点 & 附近 都 可 以 形式 地 写 出 Taylor 级 数 (3) 来 ， 则 就 产生 
了 一 个 诱 人 的 假设 : 各 阶 导 数 存在 这 一 条 件 对 于 将 某 一 舌 数 
展开 为 舌 级 数 也 会 是 充分 的 . 但 是 ,这 是 不 对 的 ， 普 先 , 可 
能 有 这 样 的 情况 ， 对 于 已 知 水 数 形式 地 写 出 的 Maclaurin 级 
数 (2) 对 任何 z 尖 0 都 是 发 散 的 . 但 是 ,更 加 有 意思 的 是 这 样 
一 种 情况 ， 对 某 个 活 数 所 建立 的 Maclaurin 级 数 是 收 伍 的 ， 
但 它 却 可 能 完全 不 是 以 此 隔 数 为 和 , 市 是 以 男 一 个 函数 为 
种 ， 这 种 情形 的 一 个人 重子 已 经 成 了 经 典 的 例子 ， 它 就 是 旺 数 
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ee er 《rz 夫 0， 
0 ( 工 一 人 D7). 
容易 算出 ， 当 x 一 0 时 函数 本 号 以 及 它 的 各 阶 导 数 都 变 为 零 . 
因此 其 Maclaurin 级 数 的 全 部 系数 都 等 于 等 ， 旗 以 这 级 数 的 
和 对 z 的 任意 值 都 为 0 而 不 是 如 上 式 所 示 的 函数 . 

顾 便 说 一 下 ,由 此 得 出 , 我 们 已 经 看 到 ,已 知 昭 数 展 开 
为 莽 级 数 的 方法 只 有 一 种 , 但 反 过 来 任何 收敛 的 礁 级 数 就 决 
不 只 是 一 个 阅 数 的 Maclaurin 级 数 ， 而 是 泡 穷 多 个 隔 数 的 
Maclaurin 级 数 ,实际 上 , 设 f(z) 是 某 个 矫 级 数 的 和 ,该 级 
数 正如 我 们 看 到 的 ， 是 fz) 的 Maclaurin 级 数 , 很 显然 地 ， 
这 时 本数 族 f(z) 二 apglr) 中 所 有 的 浮 数 前 以 这 个 级 数 作为 其 
Maciaurin 级 数 { 其 中 a 为 任意 实数 ,而 glx) 则 基 我 们 上 面 定 
义 的 函数 )， 当 然 , 这 族 阔 数 中 只 有 一 个 能 用 此 级 数 表 示 < 即 
为 该 级 数 的 和 )， 

虽 项 式 般 数 ，Welerstrass 定理 因为 桥 级 数 的 部 分 和 
序列 是 次 数 逐 步 增 加 的 多 项 式 ， 则 任何 能 展开 为 客 级 数 的 消 
数 f(z) 都 可 以 近似 地 用 多 项 式 来 表示 而 精确 到 任意 的 程度 
更 确切 地 应 该 这 样 说 如果 函 数 f(x) 能 用 短 级 数 来 表示 ,并 
收 敏 半径 等 于 >， 则 对 任何 正 数 p<<r 以 及 对 任意 的 e 汪 0 者 
存在 有 一 个 多 项 式 , 它 与 rz) 的 差 对 区 间 [ 一 2,p 上 的 腑 : 
的 都 小 于 ss (我 们 不 能 对 区 间 ( 一 rsr)y 断 秆 这 一 点 ， 尽 管 - 
偿 是 开 的 ， 因 为 在 开 区 间 上 一 个 宕 级 数 的 收敛 性 可 能 是 不 
致 的 }， 回想 一 下 我 们 在 第 五 讲 中 讲 开 Taylor 公式 以 及 
Maclaurin 公式 时 说 到 过 一 个 函数 通过 凶 项 式 来 近似 表 还 的 
问题 ， 

但 是 ， 如 果 任 和 何 能 够 展开 为 震级 数 的 函数 都 能 用 多 项 式 
近似 到 任意 的 精确 程度 ， 则 道 命题 至 少 是 并 不 显然 、 如 果 在 
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一 个 区 间 [a,8j 上 ， 话 数 f(r) 可 以 用 多 项 式 表 示 到 任意 预先 
给 定 的 精确 度 ， 从 这 一 点 出 发 , 很 显然 , 还 不 能 得 知 此 序数 
在 什么 点 上 能 展开 为 释 级 数 ， 这 个 说 明 有 着 重要 的 原则 性 的 
意义 . 实际 上 ,了 汞 数 的 多 项 式 形式 的 近似 表达 是 我 们 赖 以 研 
究 这 些 函 数 的 最 重要 的 工具 之 一 . 从 另 一 方面 讲 , 我 们 了 
解 、 矢 级 数 展 开 只 对 较为 锋 窑 的 淆 数 类 可 能 ,站 至 和 具有 任意 
阶 导数 的 国 数 还 不 能 全 部 包含 在 这 个 函数 类 中 .所 以 多 可 展 
为 笑 级 数 , 这 本 号 就 是 一 个 十 分 苛刻 的 要 求 . 这 也 即 是 说 ， 
如 果 可 以 用 多 项 式 近 似 表 示 是 蚂 数 的 大 级 数 可 展开 性 的 必要 
条 竹 的 话 , 则 这 种 5 十 分 珍 贯 的 ?可 展开 性 是 只 有 很 狭 窜 的 一 
类 上 晃 数 才 具 有 的 . 
实际 上 事情 是 另 一 种 情况 ， 原 来 一 个 图 数 可 以 存 革 个 区 
间 . 上 用 多 项 式 近 做 表 示 到 任意 精确 麻 的 必要 而 县 充 分 的 得 件 
只 是 它 在 该 区 则 上 的 连续 性 . 这 也 就 二 说， 盐 至 处 处 不 避 微 
的 函数 也 可 能 有 这 样 的 近似 表示 . 连续 性 的 必要 性 当然 是 很 
明显 的 : 能 够 以 多 项 式 近 极 表 示 到 尾 意 精确 度 的 函数 是 镍 项 
式 《 当然 是 连续 消 数 ) 的 一 致 收 傅 序 列 ( 妈 是 一 致 收 人 钱 的 级 数 
的 和 ) 的 极限 , 因而 模 据 熟知 的 定理 (第 四 讲 , 第 103 页 ) 也 应 
.是 连续 的 . 至 于 这 个 必要 荣 件 同时 又 是 充分 茶 件 ,这 件 事 
元 学 分 析 的 最 深刻 的 .最 重要 的 事实 之 一 ， 它 就 是 着 名 的 
icrstrass 定理 的 内 容 . 我 们 来 证 明 这 个 定理 .在 此 , 正如 
要 看 到 的 ,我 们 要 从 离 题 稍 挝 的 地 方 谈 坚 ， 
我 们 来 研究 积分 


1 


全 现在 熟知 该 定理 的 许多 种 自 不 同 的 证 明 ， 我 们 在 此 选用 一个 
从 方法 沦 上 计 最 有 意义 的 证 朋 . 
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+1 
2 | (1 一 wrdus 
一 】 


很 显然 ， 对 任何 好 一 2 1 都 是 正 数 . 我 们 将 积分 区 域 
分 成 两 部 分 ， 即 分 别 来 研究 积分 


nm 
K, Se 3 we 


它 分 布 在 区 则 (一 5 关 ， 十 了 7) 上 ( 当 " 很 大 时 是 ~- 个 很 小 


的 区 间 )， 以 及 区 和 闻 余 下 部 分 上 的 积分 
m=|, }, 1 ~ wdu, 
Ls 实质 上 是 两 个 积分 的 和 ， 分 别 分 布 在 相应 的 区 入 (一 1 
1 
AR 当 无 限 增加 时 ,KK, 的 积分 区 域 


收缩 于 0 点 , 反之, L, 的 积分 区 域 则 扩大 且 趋 近 于 覆盖 整个 
区 间 [ 一 1,13. 我 们 现在 来 证 明 , 尽管 对 很 大 的 5 值 , 天 , 的 
秆 几乎 就 是 1, 的 值 的 全 部 , 而 积分 LL 的 值 却 仅 仅 占 这 个 值 
的 可 以 略 而 不 计 的 一 小 部 分 .当然 , 这 是 因为 当 ” 很 大 时 被 
积 哨 数 (1 一 w*)" 欠 对 很 小 的 jxl 值 才 多 少 有 显著 一 些 的 什 、 
而 对 相对 较 太 的 1x1 值 ， A 该 证 
数 的 图 形 可 匈 图 33 中 . 


L, 
引 理 ， 当 a ly a a 


因为 这 两 个 关系 式 中 的 每 一 个 都 很 明显 地 是 另 一 个 的 推 
论 ， 所 以 只 要 证 明 其 中 任何 一 个 就 足够 了 . 

在 积分 L, 中 , 被 积 函 数 很 显然 地 当 |a| 二 wn- 时 达到 最 
大 值 (1 一 4~3)"， 因为 积分 区 域 是 区 间 [ 一 1,11 的 一 部 分 ，, 所 
以 有 \ 
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La (1—n 3). 2. 
从 另 一 方面 讲 , 很 显然 有 | 


1 
3 


1 一 . 
.>| 0 wd > 0 — ini)" .nt, 
Ey 
因而 有 
2 ! _ _ 主 村 
nd l1—n 3 
Rs 
4 
但 是 
a 
] 一 好 一 3 
0 
和 a -3 4 
4 RG 
ei OD 
所 以 
L, . 
ne i 


hh 大 家 都 熟悉 ,对 任何 xz 关 0 有 1 十 + < 之 e*, 最 简单 的 证 明 是 求 
函数 e* 一 1 一 = 的 最 小 值 
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或 者 令 症 叶 一 =， 
产 一 上 ce 

但 当 ->co 时 有 <-coe， 而 此 时 <e 一 0， 所 以 
Lim i 一 站。 


这 就 证 明了 我 们 的 引 理 . 

我 们 对 积分 I, 所 做 的 详细 的 研究 对 于 Weierstrass 定理 
这 样 一 个 如 此 一 般 的 命题 可 能 具有 什么 样 的 意义 呢 ? 在 数学 
分 析 中 ,在 证 明 具 有 特别 太 的 普遍 性 的 定理 时 要 应 用 很 专门 
的 分 析 工 具 ， 这 远 不 是 这 种 情形 的 唯一 例子 , 而 在 我 们 的 例 
子 中 这 个 很 专门 的 工具 就 是 积分 了 ， 这 个 积分 的 什么 样 的 性 
质 才 使 得 它 成 为 证 明 Weierstrass 定理 的 方便 的 工具 呢 ? 正 
是 在 我 们 所 证 明 的 引 理 中 表现 出 来 的 性 质 . 这 也 即 是 说 , 您 
看 到 了 我 们 所 叙述 的 Weierstrass 定理 的 这 个 证 明 ， 了 可 以 作 
为 是 数学 分 析 的 讨论 的 方法 论 上 有 教 益 的 例子 . 

现在 我 们 设 给 定 了 一 个 在 区 间 [0,1] 上 连续 的 任意 的 消 
数 Fz)， 并 把 积分 


1 
P,(zr) 一 六 | FC oe 


@ ”这 里 简单 地 给 以 证 明 . 注意 到 当 =>>0 时 ee = 1 十 < 十 部 二 


2 


PP 
hr 


别 昌 中 了 -se 一 全 
> 2 <， 因此 ze ri 


国 译 者 注 . 请 读者 注意 , 存在 许 许多 多 函数 有 类似 上 的 被 积 画 
数量 一 志 》" 的 性 质 . 它们 在 三 角 级 救 . 概 率 论 、 偏 微分 方程 甚至 物理 中 
应 用 其 广 . 直到 20 世纪 40 年 代 末 出 现 了 “广义 诅 数 论 ”, 才 明白 ， 它 的 
实质 即 是 所 谓 3- 序列 . 而 作者 这 本 书 是 40 年 代 中 每 成 的 ， 
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作为 x 的 函数 来 研究 ，P。.(z) 很 显然 好 是 2n 次 多 项 式 ( 因 为 
被 积 函数 是 这 样 的 多 项 式 )、 用 w= 二 zx 十 来 作 积分 变量 变换 ， 
我 们 得 到 

P,(z) = FI (a + ZI — 2)"du. 
机 0 之 a 之 B11 且 a<sxr 委 有 此 时 

一 T0011— Elz. 

因此 如 果 n 这 样 大 , 使 得 x+ 不 大 于 数 e 与 1 一 8 中 较 小 的 一 
个 , 即 as<minfe,1 一 8)， 则 有 

一 z 心 一 arS<R 计 1 一 守 {ari). 
由 此 ,可 以 把 P. Om 


-+ 
但 者 以 对 来 表示 渗 数 1f(z)1 在 区 间 [0,1j 上 的 最 大 值 , 很 显 
然 我 们 有 


一 局 本 1 
pat | +| fe J = de 
| 一 二 到 委 


_1 
<¥l| J +|,， He 


这 是 令 n 一 co 时 由 上 面 证 明 的 引 旭 得 到 的 这 里 由 于 等 = 
z 无 区， 人 le 
致 地 趋 近 于 零 . 设 

二 站 = 站 je + x) — wdu = R(XY, 


一 下 


这 样 一 来 我 们 就 有 
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二 罗 . 
| fe 十 z)(1 — wdu + RCr), 
而 且 当 *~>co 时 在 区 丑 [e,8]j 上 一 致 地 有 R(x)->0. 

你 们 大 概 已 经 猜想 到 ， 我 们 想 找 的 近似 表达 函数 (x) 

的 多 项 式 ， 正 是 P, (xx); 如 果 是 这 样 ， 则 您 应 当 看 清楚 了 证 
明 的 下 一 步 的 方案 : 由 于 当 #= 充分 大 时 量 及 .(z) 是 一 致 的 无 
穿 小 , 只 项 证 明 上 面 关于 P(x) 的 等 式 的 右边 的 第 一 项 在 整 
个 区 辣 Le;,8jJ 上 欧 近 于 {x} 基 可 ,而 这 几乎 是 很 显然 的 ， 因 
为 积分 导 下 的 ftw 十 zx) 与 ftx) 之 差 是 个 无 鹤 小 ， 因 为 包 合 
于 积分 区 间 内 的 |x| 的 值 是 可 以 忽略 的 很 小 的 量 : Ix1<<n-3， 
以 fCz) 米 代 换 fu 十 z), 我 们 也 就 得 出 表达 式 f(z) 二 "来 代 
替 整 个 第 一 项 , 它 由 我 们 的 引 理 当 n->oo 时 是 趋 近 于 f(x} 
的 .为 要 完成 证 明 ， 只 楼 形式 完全 严格 地 进行 这 个 讨论 即 
可 . 最 简单 的 是 对 此 应 用 第 一 中 值 定理 (第 六 讲 , 第 171 页 )， 
由 此 得 


P(X) = 


-1 | 
| yf + a) — wt)"du = fz + Gn-#)K,, 
其 中 一 1<4<1. 这 样 一 来 ,我 们 得 到 


Ma — Por)| = fz) — flr + On 4) $s 


pe 


< fa) — flr 二 On-3) 人 十 TR,Cx)|,- 
设 e>0 为 任意 小 . 正如 我 们 已 经 了 解 的 那样 ， 对 于 充分 大 的 
rz 有 


1R (zy)| s (arp), 
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从 另 -方面 讲 ， 因 为 当 >co 时 全 1， 而 函数 Ar) 在 整个 
区 闻 [9,1] 上 一 致 连续 , 故 当 有 充分 大 时 

fin) frtoni) < (azr< 委 月 ); 
这 样 一 来 ,对 充分 大 的 x 有 


fn -P(r |< i Hse (erep). 


换言之 , 当 nn 一 oc 时 名 项 式 P(r) 在 区 间 [a,8j] 上 一 致 趋 近 于 
畴 数 f(zx). 

Weierstrass 定理 以 此 得 证 ;我 们 只 需 去 掉 几 个 不 太 重 
要 的 限制 ; 首先 ,我们 应 当 从 特殊 的 区 问 [0,1j 转 癌 和 性 意 的 
区 间 [a,5]; 其 次 ， 我 们 应 当 证 朋 Welerstrass 定理 所 要 求 的 
一 致 近似 不 羽 是 在 整个 包含 于 (a ,58) 内 的 任意 区 间 [a! ,六 ] 
上 成 立 ! 我 们 的 情形 正 是 这 样 ， 因 为 我 们 的 区 间 fx, 的 正 是 整 
个 包含 于 C0,1) 内 的 任意 区 间 )，, 而 且 应 是 也 在 整个 区 间 [a， 
5 上 成 立 ， ; 

为 达到 第 一 个 目的 ,我 们 设 

Ty; x—at+(d—a)y 《arsSb)， 

Try=fat ha}y)=y), 
当 = 取 遍 区 间 [a;58j] 时 ，y 取 遍 区 问 [0,1]， 且 车 中 数 fx}) 在 
区 间 tae ,2 上 连续 ， 则 函数 gly) 在 区 间 [0,1] 上 连续 ， 令 过 


全 译 者 往 . 原 书 作 [a;, 站 ;19,1j; 现 改 汶 开 区 间 .因为 证 明 是 位 
证 0<a<p1l, 而 不 是 0 二 ae<pE1. 整个 包 售 于 [0,1] 内 的 任意 区 间 自 
然 己 有 [0o,1] 本 身 + 而 上 面 恰 好 不 许可 df 二 0 二 1., 寄 则 nmin 4 
1 一 站 就 不 可 能 了 , 按 109 页 注 , 这 就 是 在 C0,1)" 内 部 ". 
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ar<<p <b,， 设 
0 ep, Oa Bl. 


由 于 我 们 刚刚 证 明了 对 任意 的 :二 0 都 可 以 找到 这 样 的 多 项 
式 P.Cy)， 使 得 
[ey — Pty |< (oye)} 


或 者 改写 成 z 
(fOr) PS) le (as ); 
但 很 显然 地 
一 
Ur) = Pp) 


是 关于 工 的 名 项 式 而 且 与 已 .Cr 次数 相 同 ， 这 也 邑 是 说 ,在 
任意 区 间 [a,58] 上 连续 的 省 数 了 (Cr) 可 以 在 整个 落 在 区 间 (a， 
内 的 任何 区 间 [a' ,5 上 以 任意 的 精确 度 一 致 地 通过 多 项 式 
来 逼近 . 
最 后 ,为 取消 这 第 二 个 限制 ,我 们 再 次 设 栈 数 f(x) 在 区 
加 La ,名 上 连续 ,并且 令 
人 一 1 妥 工 过 GD) ， 
re {arb), 
fH) (PSEAEB+1). 
很 显然 ， 隔 数 F(zx) 在 区 间 [a 一 1,48 十 1j 上 有 定义 且 连 续 ， 区 
同 La ,8 整个 地 包含 于 上 面 的 区 间 内 . 根据 王刚 证 明 的 结论 ， 
它 应 该 可 以 在 区 冰 [a, 纪 上 以 任意 的 精确 度 用 多 项 式 来 一 臻 
地 遥 近 ， 但 因为 在 此 区 间 上 无 Cz)= 六 xz)， 则 上 述 事实 对 国 
数 f(x) 也 正确 ， 这 样 Weierstrass 定理 最 终 得 到 证 明 . 
了 芒 定 理 也 可 以 这 样 表述 ， 尾 何 连续 函数 都 是 一 致 收 伍 的 


量 辐 和 和 晶 吾 二 申 中 上 虽 时 日 下 


多 项 式 级 数 的 和 . 因为 例如 如 果 用 P,(z) 表 示 与 fx) 的 差 在 
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整个 区 间 [a, 纪 上 都 小 于 一 的 多 项 式 (P,(z) 的 存在 是 刚刚 证 
明了 的 ), 则 级 数 
Plz [CPtr}— Prt tt [LP Cr — PP, (x), 
(其 各 项 都 是 多 项 式 ) 很 显然 地 在 区 间 [a, 拉 上 一 致 收敛 于 未 
数 jz)， 
三 角 直 数 . 我 们 称 形 如 


吉村 > 《GeDOs nT tT sin nr) 4) 


的 级 数 为 三 县 因为 该 级 数 的 所 有 项 都 是 以 2x 为 周期 
的 周期 函数 ， 所 专 该 级 数 的 和 也 具有 同样 的 周期 性 ， 所 以 ， 
如 果 我 们 要 展开 为 这 种 级 数 的 函数 不 具有 这 种 周期 性 的 话 ， 
则 具有 在 长 度 不 超过 2r 的 区 间 上 和 寻找 它 的 展开 式 才 有 意义 . 
因为 这 种 周期 性 ， 所 有 关于 级 数 (4) 的 讨论 都 只 要 在 某 个 确 
定 的 长 度 为 ar 的 区 间 上 , 壁 如 在 区 间 [ 一 x,x] 上 进行 就 行 了 . 

我 们 首先 提出 三 条 考 虚 ， 由 于 这 些 考 虑 ,在 某 些 情况 下 
把 函数 展开 为 级 数 (4) 比 展开 为 客 级 数 更 为 公理 . 

12 正如 我 们 所 了 解 的 , 窒 级 数 展开 上 只 对 于 具有 任意 阶 
于 数 的 诡 数 才 有 可 能 ( 即 令 是 这 样 苛刻 的 要 求 一 般 说 来 还 不 
是 充分 条 件 ); 反之 , 正如 你 们 将 要 看 到 的 , 对 于 函数 展开 为 
级 数 (4), 远 为 平凡 的 前 提 人 条件 就 足够 了 . 特别 地 ,这 种 展开 正 
如 你 们 将 要 看 到 的 ,只 可 一 个 函数 的 导数 是 有 界 旦 可 积 的 @ 


由 译 者 注 ， 可 能 读者 会 认为 凡 导 函数 一 定 可 积 . 这 是 一 个 天 的 
误解 ， 而 误解 的 来 源 正 是 由 于 把 微分 和 积分 看 成 简单 的 道 运算 .请 注 


意 , 微 积分 的 基本 定理 f 户 (zdzr = 了 (5) 一 fa) 并 不 是 对 一 切 ro 
都 成 立 的 ， 它 成 立 的 一 个 充分 条 件 是 (x) 连续 
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就 行 了 ,同时 连 这 个 条 件 也 还 不 是 必要 的 ， 

2) 级 数 (4) 的 项 是 波状 的 周期 函数 ,这 个 波状 的 周期 性 
的 茶 些 特性 对 该 级 数 的 部 分 和 仍 能 保持 一 一 一 般 说 来 ,这 是 
各 级 数 所 没有 的 特点 . 因此 硅 所 研究 的 陋 数 表现 出 铸 少 有 所 
像 是 波 的 趋势 (如 在 力学 ,物理 学 ,生物 学 ,经 济 学 中 时 常 过 到 
这 类 归 数 ) , 则 我 们 完全 有 理由 期 望 , 用 三 负 级 数 的 部 分 和 来 
模仿 该 淆 数 的 性 质 要 比 用 究 级 数 的 部 分 和 和 多项式 更 好 一 些 . 

3) 最 后 ,作为 级 数 (4) 的 项 的 三 角 函 数 具有 一 个 重要 的 
性 质 , 它 在 极 大 的 程度 上 使 得 研究 三 角 级 数 或 对 它们 进行 运 
算 变 得 容易 得 多 ,而 等 级 数 的 项 完全 没有 这 个 性 质 ， 这 个 性 
质 就 是 隆 数 系 

li; sin nr, cos nr 《于 一 1 2 (5) 

的 所 谓 正 交 性 . 其 含义 是 该 函数 系 中 任意 两 个 不 同 的 函数 的 
乘积 在 任何 长 度 为 2x 的 区 间 土 的 积分 才 等 于 零 ( 这 一 点 或 者 
怀 们 已 经 知道 ,不 然 的 话 , 证 明 起 来 也 很 容易 ; 只 要 对 积分 
写 下 的 敢 积 应 用 初等 三 角 中 的 积 化 和 差 公 式 就 行 了 )}， 这 个 
著名 的 性 质 的 重要 性 难于 估计 : 甚至 远 比 三 角 玉 数 复杂 得 多 
的 哆 数 ， 只 要 它们 能 构成 正 诡 共 , 则 在 许多 情况 下 都 可 以 用 
它们 组 成 级 数 而 成 为 研究 函数 特别 方便 的 工具 .三 角 亢 数 系 
《5) 的 许多 性 质 都 是 任何 正 交 系 的 普遍 具有 的 性 质 ， 这 导致 
建立 这 个 耳 数 系 的 完整 的 .独特 的 理论 ,这 个 理论 在 现在 已 
得 到 广泛 的 发 展 , 并 且 包 含 了 数学 分 析 中 许多 重要 的 、 这 刻 
的 事实 .中 


D 译 者 注 . 作者 这 里 讲 到 的 理论 现在 通常 称 为 调和 分 析 , 它 不 但 
是 当前 分 析 数 学 的 主流 之 一 ,而 且 几 乎 在 一 切 应 用 领域 中 都 成 了 不 可 
缺少 的 工具 / 
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Fourier 系 坝 . 在 性 级 数 的 情形 我 们 已 经 看 到 ,级 数 的 
系数 很 容易 确定 ， 只 要 知道 和 被 展开 的 姐 数 及 其 导数 在 += 二 0 
时 的 值 就 行 了 .对 于 三 角 级 数 自然 也 首先 提出 这 个 问题 ， 设 
冰 数 fr 在 区 间 [ 一 r*r] 上 能 展开 为 一 臻 收 敏 的 级 数 (人 4》 
对 等 式 


fr) = > 十 - (a Cos AT + Bsin nx) 
叶 汪 1 


的 商 边 乘 以 安全 可 kz 其 中 上 是 数列 人 ,12 中 有 的 一 个 我 们 
很 容易 地 得 知 羡 数 f(z)cos gz 也 表示 为 某 个 一 致 收盘 的 级 
数 ， 所 以 ,对 所 得 到 的 等 式 两 边 在 区 间 [ 一 x,x] 上 积分 时 ， 对 
右边 的 级 数 我 们 可 以 逐 项 积分 (参见 第 四 讲 , 第 106 页 }. 但 
出 于 三 角 王 数 系 的 正 交 性 ， 该 级 数 的 所 有 项 的 积分 都 等 于 
零 ， 除了 唯一 一 项 以 外 ， 这 一 项 就 是 积分 : 

下 arcos’ 大工 dr 一 ao 0 一 Rass {6) 
这 里 我 们 设 上 >0.， 当 上 一 0 时 我 们 得 到 了 唯一 的 不 为 零 的 积 
分 则 是 

| dz Se 
所 以 一 般 的 公式 (6) 也 包括 了 这 种 情况 ( 正 是 为 此 目的 级 数 
(4) 的 第 一 项 通常 才 写 合子 ). 这 也 即 是 说 , 对 任何 kz0 我 们 


有 
| fx)eos hx dz = wa 
或 者 
二 二 | fr)eos kx dz (R=0,1,2,.); (7) 
以 类 机 的 方式 我 们 也 可 得 到 
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加 fr)sinkrdr (k= 1,2,.). (8) 


公式 (7) 和 (8) 也 就 解决 了 我 们 提出 的 问题 一 一 将 级 数 14) 的 
系数 以 该 级 数 所 表示 的 图 数 表 孙 出 来 . 这 些 公 式 正 如 你 们 所 
看 到 的 , 图 数 rz) 甚 至 一 阶 导 数 的 存在 都 不 需要 . 对 任何 可 
积 销 数 , 系 数 a 和 都 可 以 通过 这 些 公 式 确 定 . 它们 通常 被 
称 为 这 个 可 积 函 数 f(z) 的 Fourier 系数 , 而 由 它们 构成 的 级 
数 {4) 则 被 称 为 该 晴 数 的 Fourier 级 数 { 尽 管 公 式 (7) 和 8) 是 
Euler 首先 得 到 的 ). 但 是 ， 从 这 里 让 能 得 出 5 从 逻辑 方面 来 
化 ， 这 里 完全 与 我 们 在 研究 寡 级 数 时 所 遇 到 的 精 形 相 尖 似 ) 
对 我 们 的 可 积 函 数 所 建立 的 Fourier 级 数 是 收 合 的 ;, 而 且 即 
令 它 收 禹 的 话 ， 则 从 前 面 所 作 ,， 无 论 怎样 也 不 能 推出 其 和 应 
是 函数 f(x)， 实 际 上 也 确实 存在 着 这 样 的 情形 : 对 可 和 函数 
所 建立 的 Fourier 级 数 有 时 却 是 发 散 的 ， 至 今 为 止 我 们 已 证 
明 的 一 en i 


和 要 和 


和 和 


数 . Ee 
在 Maclaurin 级 数 的 情形 我 们 得 到 了 完全 类 似 的 结论 ， 不 同 
的 只 是 那里 我 们 并 不 特别 要 求 一 致 必 敏 性 ,因为 从 条 级 数 的 
性 质 本 身 得 知 ， 人 
至 收敛 性 , 

很 显然 ， 三 角 级 数理 论 的 基本 任务 在 于 确定 这 样 的 条 
件 ， 使 得 某 函 数 成 为 其 Fourier 级 数 的 和 . 对 这 个 问题 有 许 
多 人 作 过 大 量 的 研究 ， 写 出 了 大 量 的 研究 著作 .今后 我 们 只 
研究 与 此 问题 有 关 的 几 个 最 简单 的 结果 . 

平均 授 近 . 但 是 我 们 首先 要 指出 , 怎样 在 研究 一 个 完 
全 另外 的 问题 时 会 出 现 Fourier 系数 ,现在 我 们 设 有 在 区 间 
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[一 rj 上 有 界 生 可 积 的 函数 fz)， 希望 对 它 找 出 一 个 “sn 阶 
ee 


Hr) 一 二 > 十 《eeOS kr 十 Bsin kr), 


并 且 问 ， 0 wpx 才能 使 这 个 近似 尽 可 能 精 
确 、 当 然 , 我 们 这 样 提 出 的 问题 还 是 没有 确定 性 的 。 因 为 我 
们 还 没有 确定 也 件 么 样 的 量 来 度量 所 得 到 揭 近 级 式 是 否 很 
好 . 很 明显 , 选择 这 种 量 有 很 广泛 的 任意 性 ,例如 我 们 可 以 
取 差 
[fir)— Hr) | 

在 一 x 所 zx 所 x 上 的 上 确 界 作为 我 们 近似 式 的 误差 . 另 一 个 可 
用 以 估计 这 样 或 那样 的 近似 式 的 误差 的 量 是 


| HUAer ~ in) az 
最 后 也 可 以 用 积分 
| Creep 一 也 Ge]sdz C9) 


来 估计 这 个 误差 ， 这 最 后 一 个 表达 式 从 数学 形式 上 讲 不 仅 在 
理论 探索 中 , 而 且 在 实际 计算 上 是 最 为 方便 的 ， 认为 它 没 有 
用 到 在 解析 运算 中 时 常 带 来 困难 的 绝对 值 符号 .我 们 要 来 讲 
讲 最 后 这 个 特 计 误差 的 公式 .与 这 个 确定 的 误差 值 相关 的 近 
似 方 法 在 数学 上 通常 称 之 为 “平均 膛 近 ?” 

现在 摆 在 我 们 面前 的 完全 确定 的 任务 是 选择 数字 oa, 8， 
使 积分 (9) 得 到 可 能 的 最 小 值 ， 很 显然 ,这 个 积分 是 2m 十 1 
个 变量 aor dr Pl ya 的 明 数 ， 因此 我 们 这 里 是 一 个 多 元 
函数 的 极 小 值 问 题 ， 但 是 这 个 问题 的 特殊 性 质 使 得 解决 它 时 
可 以 不 用 微分 学 的 方法 . 

把 积分 9) 改写 为 形式 
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[fa + | Ht)dz — ?| fe) Hdz. 
以 qs 来 表示 函数 flix) 的 Fourier 系数 , 很 显然 ， 我们 由 
公式 (7) 和 (8) 得 到 

| fd = {ee + SC + Baby) }. (10) 
从 另 一 方面 讲 , 如 果 我 们 注意 到 本 

| os kx dx 一 | si 0 
则 函数 组 (5) 的 正 交 性 容易 给 出 
| cadx 一 的 天 Vv Cnt + Pi) )| 11} 


点 = ] 


比较 (10) 式 和 (11) 式 ， 并 利用 初等 的 关系 式 


6 一 Ad = (ao a 一 人 4 


月 一 2 一 (一 站 一 


我 们 得 到 
HE ?| fH, (rd 
«| + Dc 一 qx)? 十 (BB 一 所 )) 
| 各 二 DI + 6 
因而 有 


[U0 dz 
-| f(z)dz 一 x( 名 二 > (Car + PY 


二 xs 二 < tao 一 co + Cla —ar) tA, —b.) 2 
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右边 只 有 最 后 一 项 与 数字 m,B 有关， 因此 我 们 只 需要 找 出 
这 最 后 一 项 的 最 小 值 . 但 因 其 所 有 的 项 都 非 页 ,， 央 前 只 有 当 
所 有 这 些 项 部 变 为 零 时 ， 即 当 

Co 一 Ro 一 2 2 
时 ， 它 才 得 到 其 最 小 值 ( 零 这 也 即 是 说 、 我 们 所 提出 的 问 
| 在 所 有 的 nn I 0. OA 


上 昌 是 学 党 呈 学 砷 屋 必 和 和 军 上 认 
二 中 


省 是 补 和 和 才 和 者 虽 


三 角 多 大 趟 ， 则 有 
| CF) ~ Pale) yrdr 


王 | _PGe)dz 本 r| 二 > 人 5 上 
这 个 关系 式 岂 时 还 证 明了 一 个 很 重要 的 命题 : 因为 左边 很 显 
然 是 非 负 的 ， 则 我 们 对 任何 有 


2 
+ > Ca ee dr. 


办 为 此 不 等 起 的 右 问 与 4 无关， 故 左边 和 的 和 当 ”增加 时 是 有 
党 的 . 换言之, 对 任 一 个 有 和 界 可 积 画 数 fz) ,级 数 


ee Car: 十 机?) 


pd 

三 鱼 嘻 数 隶 的 封闭 性 . 正如 我 们 存 客 级 数理 论 中 看 到 
的 ， 周一 个 级 数 有 可 能 是 无 穷 多 个 不 同 函 数 的 Maclaurin 级 
儿 ， 对 Fourier 级 数 类 似 的 现 得 也 是 可 能 的 吗 ? 这 个 问题 同 
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三 角 函 数 系 (5) 的 一 个 重要 的 性 质 紧 密 联 系 着 . 如 果 级 数 (4) 
是 两 个 在 区 间 f 一 rr,z 可 上 连续 世 的 且 互 不 相同 的 函数 六 {x) 和 
f(z) 的 Fourier 级 数 ， 则 这 意味 着 这 两 个 函数 所 有 相应 的 
Fourier 系数 都 应 彼此 相等 ,因而 这 两 个 函数 的 善 
站 一) 
在 区 间 [ 一 x,xj 上 虽然 不 恒 等 于 零 ,， 但 其 所 有 的 Fourier 系数 
都 等 于 零 ， 但 这 一 点 很 显然 由 (7) 和 (8) 等 价 于 命题 画 数 
fx) 与 组 (5) 中 的 任何 函数 都 正 交 , 也 即 是 说 , 此 时 正 交 组 
(5) 就 是 常 说 的 不 封闭 的 ， 即 还 可 以 洋 吉 新 的 不 恒 等 于 零 的 机 
数 ， 使 得 扩大 后 的 函数 组 还 是 正 交 的 . 很 显然 ， 道 命题 也 是 
对 的 : 如 果 组 55) 不 封闭 ， 则 添加 的 与 组 (5) 的 所 有 函数 都 正 
变 的 一 数 rr) 其 所 有 的 Fourier 系数 都 为 零 ， 但 此 时 组 合 
fx-af tr) 

的 所 有 函数 都 具有 园 样 的 Fourier ie 为 任意 的 
实数 ). 

我 们 指出 , 实际 上 组 (5) 是 封闭 的 ,换言之 ， 任何 与 组 
(5) 中 的 所 有 函数 都 正 交 的 连续 函数 应 当 恒 等 于 零 . 

届 A(z) 是 这 样 的 范 数 . 很 显然 , 这 时 对 任何 三 角 多 项 式 
T(z) 有 


| fT)de = 0. 


我 们 既 已 假设 f(x) 不 是 恒 等 于 零 ， 为 确定 起 见 设 它 当 xz 二 a 
时 f(z) 汪 0. 这 时 从 我 们 熟知 的 函数 的 连续 性 理论 中 , 我们 


DD 如 采 不 条 加 任何 连续 性 的 要 求 , 所 提 的 同 题 的 解决 则 是 平凡 
的 ， 因为 两 个 只 在 某 一 个 点 上 互 不 相同 的 消 数 和 殷 显 热 地 其 所 有 的 
Fourier 系数 都 被 此 相同 
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可 以 得 到 这 样 的 正 数 = 和 ,使 得 当 一 x 过 a 一 8 所 工 记 0 十 间 之 


tory” 试 用 版 本 创建 www. fineprint,com,cn 


218 第 七 讲 


状 的 基本 特点 如 何 , -因为 函数 了 一 在 区 间 [ 一 x,*] 
上 很 显然 地 界 于 0 和 1 之 间 , 同时 它 仅 当 z+=a 时 才 等 于 1， 
则 当 很 大 时 量 工 ,(z) 非 仙 ， 当 x 二 a 时 等 于 1 且 对 一 切记 a 
各 有 一 点 距离 的 任何 位 置 都 小 得 微不足道 , 换言之 , 它 的 变 
动 和 图 33 中 描述 的 那 类 图 形 ( 第 204 页 ) 是 同样 类 型 的 ,只 
有 一 点 区 别 ， 即 短 将 区 间 [ 一 1,1] 代 之 以 区 间 [一 xx], 最 大 
值 的 位 置 z=0 代 之 以 点 x 一 a.@ 

由 此 我 们 下 一 步 讨论 的 计划 已 经 明朗 . 因为 当 的 值 很 
大 时 函数 Tu(z) 在 区 间 [a 一 ,ae 十 之 外 变 为 微不足道 地 小 
故 积分 12 的 相应 部 分 也 是 微不足道 地 小 , 因此 其 符号 取决 
于 积分 


十 沾 
| fi) Tr)dz (13) 


的 符号 , 码 因 积分 号 下 的 了 Cr} 守 0 以 及 try>e,， 则 只 需 证 
明 ,; 积分 (12) 中 皱 我们 拍 开 的 部 分 按 纲 对 值 来 讲 是 比 正 的 积 
分 (13) 要 小 得 多 ， 则 积分 (12) 就 不 可 能 等 于 零 , 央 而 也 就 导 
致 子 盾 ， 我 们 现在 把 必要 的 估计 敌 下 去 , 设 


十字 
| A TIT TN = 


(f+ frr)dr = 1,, 
因此 
0 一 | reoT， 人 


也 ”于 者 注 . 请 把 这 里 的 证 骨 与 证 明 Weierstrass 定理 前 方法 相 比 
较 ， 就 知道 , 它们 都 是 用 的 同样 的 技巧 ， 只 不 过 (1 一 wiY" 撞 成 了 


cl 十 Osx 一 a 
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注意 到 等 式 +eos 人 一 全 一 cos? 工 地， 我 们 得 到 


7 Eb 
正二 出 


6 
mm zn 才 
这 | eos 5 dr 一 | OF 0 


= 2| a — sin’ ydys 
得 对 己 知 的 积分 区 域 有 
OCsin 广 民 1， Qcos 广安 1， 
因此 


直 
i > 2c| (1 — sin "eos 之 dy 
0 2 2 


或 者 令 sin > = eos 加 dy = dx, 


总 
2 te te 1 他 LS 碟 和 村 
Tde ; (C12)} dx 一 TO ‘1—sin ») -了 


而 因为 对 充分 大 的 括号 内 的 表达 式 很 显然 地 大 于 性, 故 有 


2 
1 

届 一 个 方面 ， 如果 我 们 以 M 来 表示 阔 数 fz) 在 区 间 [ 一 x， 

x] 上 的 最 大 值 并 注意 到 在 构成 J; 的 那 两 个 积分 的 积分 区 问 


‘14) 


内 . 
COs” 二 cos: 号， 
因而 
Tx)eos”5 ' 
则 我 们 得 到 


| 了 :| SMcos™ Ca—8t tna—6) 


<2rMeos™ 了 = 27xMo", (15) 
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这 里 设 
P 一 CO3 <l. 
因为 用 十 I;=0, 放 ||=|I| ,由 此 据 (14) 及 (15) 有 
A PS 
2xip a tnt 1ip > 


但 这 就 得 到 我 们 要 找 的 予 再 . 国 为 当 mcece 时 ap"->0. 岂 因而 
不 可 能 对 任意 的 n 都 大 于 正 的 常数 i 

这 也 即 是 说 , 我 们 已 证 明了 正 交 函数 组 (5) 的 封闭 性 . 
正如 我 们 已 经 看 到 的 ,由 此 得 出 已 知 的 三 角 级 数 (4) 不 可 能 
是 一 个 以 上 的 连续 函数 的 Fourier 级 数 . 特别 地 ， 如 有 果 这 个 
级 数 一 致 收 合 , 则 其 和 是 以 此 级 数 为 其 Fourier 级 数 的 唯一 
的 连续 函数 . 

具有 有 界 可 和 积 导 台数 的 西数 之 Fourier 级 款 的 收效 性 
现在 我 们 来 证 明 ,， 和 任何 以 2x 为 周期 的 具有 界 和 且 可 积 的 导 铬 
数 的 函数 Frz)y， 都 可 以 展开 为 一 致 收 敏 的 三 角 级 数 ( 它 当然 
是 其 Fourier 级 数 )， 

我 们 约定 以 as, 和 来 表示 国 数 jz) 的 Fourier 系数 ， 而 
以 av ,br' 来 表示 列 数 户 (r) 的 Fourier 系数 .此 时 分 部 积分 得 

fa = | 了 (Fr)cos kz dx 
a [二 si | 1 
a 


了 工区 _ 
| fF Csin kr dr = Ei? 


1 
了 了】 
n 
2 


各 了 刘 nln 方 一 z, 得 ne = Te (zoo0), 下 如 我 们 在 第 
| 


205 页 聊 广 人 @ 中 看 到 的 那样. 
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以 同样 的 方式 得 mi 一 对 今后 我 们 将 为 方便 计 应 用 所 谓 
Cauchy- Schwarz 不 等 式 

人 zt] < 人 2; ti 人 ves 
它 对 任意 的 实数 xwi,w 以 及 任意 的 碾 立 , 汪 


注意 到 
cos 起 了 十 Bsin Ar 一 总 【一 -下 COs 下 并 十 加 sin Ex)， 
我 们 由 不 等 式 
{ocos pT psin gp) =a + (asin pg— Peos 网 
二 站 
对 mx 得 到 


| s， Cacos gr 十 bsin Ezy | 
| 


a 和 
>, (~ by eos gr 中 a Sin kry 


< 十 py Cb Cos kT 二 a sin kTY? 


是 二 时 


二。 2 ar 2). 
岂 二 所 


但 级 数 > 志 收敛 .同样 地 ,级 数 


@ 证 明了 cmc 二 ww)* 作 为 x 的 函数 , 是 二 次 三 项 式 , 且 无 论 何 
时 均 是 非 负 的 ,因而 其 判别 式 


掉 昌 Ld 
4CC DV usw)? 一 Dr Dw) 大 :省 
上 一 1 点 二 上 
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> (ar: 小 pu 2) 


也 收 敏 (参见 第 217 页 ), 因为 as 和 如是 有 界 可 积 沙 数 7(x) 
的 Fourier 系数 . 因而 最 后 一 个 不 等 式 的 右边 的 两 个 因子 当 
n>co 以 及 mn 时 部 趋 近 于 零 fGauchy 准则 !)， 这 就 表明 
有 


lim n>) (arcos Rr 十 Bsin Rx) ~— 0, . 


它 对 证 < 一 致 成 立 的 ， 因为 上 面 的 不 等 式 的 右边 是 与 x 
a 但 这 由 Cauchy 准则 也 表明 绷 数 (4) 是 在 区 各 [一 
x*] 上 一 致 坡 敦 的 ， 蕊 sx) 来 表明 级 数 的 和 , 我 们 看 到 , 级 数 
(4) 同 时 是 峭 数 f(z) 和 s(x) 的 Fourier 级 数 ， 但 现在 我 们 已 
经 知道 这 些 连 续 孙 数 应 当 是 租 等 的 . 这 样 我 们 的 命题 完全 得 
证 . 

二 角 级 数 的 现代 理论 证 明了 比 我 们 研究 过 的 函数 类 广阔 
得 多 的 训 数 类 之 Fourier 级 数 的 疏 伍 性 但是, 这 种 推广 也 
不 可 能 太 运 ， 因 为 我 们 已 知 : 盐 至 有 一 些 连续 画 数 ， 其 
Fourier 级 数 并 不 是 对 所 有 的 了 工 值 都 收敛 的 ， 这 里 我 们 当然 
不 可 能 详细 地 涉及 此 一 领域 的 问题 . 我 们 只 要 注意 到 有 大 量 
的 文献 ， 也 有 教科 书 专 门 讲 三 角 级 数理 论 ， 而 且 这 理论 中 至 
今 还 有 大 量 重 要 的 问题 没有 得 到 解决 ， 因 而 自然 地 吸引 了 许 
移 人 去 研究 它 . 

对 任意 区间 的 推广 至 今 为 止 我 们 只 讲 到 定义 在 区 间 
[一 xi 区] 上 的 函数 ， 且 只 在 此 区 间 上 去 寻找 一 个 函数 的 三 角 
级 煞 展 开 式 . 这 里 我 们 实质 土 还 暗中 很 设 了 f(r) 二 了 (一 x)， 
因为 只 有 在 这 个 条 件 下 辐 数 /tx}) 才 可 能 在 整个 闭 区 间 [ 一 x， 
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x] 的 任何 点 处 展开 为 形 如 (4) 的 级 数 . 9 现在 我 们 应 该 来 看 一 
看 ， 怎 样 才能 摆脱 这 些 搬 制 ， 因 为 很 明显 的 ,三 角 级 数理 论 
要 能 得 到 较为 广泛 的 应 用 ,只 有 在 我 们 人 掌握 了 把 定义 在 任意 
区 间 网 通 数 展开 为 三 角 级 数 ， 并 且 不 要 周期 性 为 前 提 放 行 . 

首先 ,很 显然 地 (其 实 我 们 在 一 开始 就 证 明了 ]) 有 : 如 果 
我 们 以 长 度 为 2r 的 任意 区 间 [a ,a 十 2z]j 来 代 赫 区 间 [ 一 x,*j 
作为 我 们 讨论 的 基础 ， 所 有 的 讨论 都 不 需要 改变 ， 内 要 有 
fia 二 2x) 二 了 f(a) 就 行 了 .这 也 即 是 说 ， 我们 的 叙述 中 表明 ， 
只 对 所 研究 的 区 闻 的 长 度 有 要 求 ， 页 不 考 虐 它 的 位 置 ， 对 于 
函 歼 则 只 要 求 它 在 已 知 区 间 端 点 处 的 值 相 等 . 

现在 设 我 们 想 要 把 定义 在 完全 任意 的 区 间 [a,8] 上 的 且 
不 受 周 期 性 条 件 限 制 的 函数 f(z) 展开 为 三 角 级 数 ， 像 以 往 
一 样 ,我 们 将 只 假设 阔 数 f(r) 在 区 间 [a,5] 的 每 一 点 处 可 和 寝 
且 其 导 明 数 在 此 区 间 上 有 界 生 可 积 . 

首先 假设 5 一 a<2x. 很 显然 ,我 们 可 以 有 无 数 种 方法 在 
区 间 |La'a 十 2r] 上 定 六 一 个 函数 六 (zz)， 它 在 该 区 间 上 具有 
有 帝 的 可 积 导 国 数 , 并 满足 条 件 f° Ca 十 2r)= 二 Cla), 和 且 在 
区 和 间 [a ,5 的 任何 点 处 都 等 于 函数 ftc)， 根据 我 们 前 十 证 明 
过 的 , 罗 数 广 (rz) 在 区 间 [aye 十 2 上 可 以 展开 为 一 致 疏 伍 
的 三 第 级 获 ， 很 显然 ,在 区 间 [a,5] 上 该 级 数 翰 凌 示 函数 
ftz)， 也 有 冯 基 说 , 我们 已 完全 解决 了 我 们 提出 的 问题 . 

现在 设 5 一 a>2x， 此 时 我 们 首先 取 任 意 的 数 5' >5 且 在 
区 间 [La ,6'] 上 定义 函数 f* (zx), 使 得 它 在 读 区 池上 具有 有 有 界 
的 可 积 导 肾 数 且 满 足 条 件 (9) 二 了 f* Ca), 并且 在 区 间 [Te， 
b1 的 任意 点 上 等 于 f(x)， 如 果 我 们 踪 此 以 外 还 要 求 Fe) 


呈 评 者 注 . 只 有 这 样 , fir) 才 是 以 27 为 周 扶 的 . 
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一 Fa) 这 当然 总 是 可 能 的 )、 并 且 将 函数 产 5z) 向 区 间 
[ea ,2 之 外 辣 两 个 方向 作 周 期 性 的 延 折 ， 则 我 们 就 得 到 周期 
为 5 一 a 二 21>>2x 的 周期 国 数 f(x), 它 在 任何 区 间 上 都 有 
ne 并 且 在 区 间 [a,8j 上 同 f(x) 的 导 陪 数 
相等 ， 
现在 设 
工 二 二 y， 了 一 (二 力 一 wy: 
因为 y 当 工 从 一 ! 变化 到 ! 时 ,人 遍 取 区 间 [ 一 rz 之 一 切 值 ， 
则 一 数 兴 ?7 在 区 间 [ 一 rsx] 上 具有 有 界 的 可 积 导 函数 ， 同 时 
H—)=f° (DD)=f° (DH). 
由 我 们 的 定理 ， 消 数 gxy) 的 Fourier 级 数 在 区 间 [ -一 x,xj 上 一 
致 收 伍 于 该 函数 ， 


Fy) = SD 3 (axcos nyt bsin ny) (—n 人 yn). 
但 由 此 很 显然 地 (y 二 了 +) 有 
f(x) 一 台 十 DG cos Tz + bsin Tx) (16) 
而 且 在 区 间 一 /<z<&1 上 是 一 致 收 伍 的 ， 因 为 六 数 cos 号 x 


与 sin x 同 尔 数 "(zx) 一 样 有 阁 期 21， 则 展开 式 (16) 对 整 
个 数 轴 上 也 一 致 收 伍 . 由 此 特别 地 得 出 , 在 区 间 [a,5] 上 一 致 
地 有 

zl) 一 一 2 十 > arcos ® 2 pb sin a 


这 样 一 来 ， i 沾 数 f(z) 在 区 间 [a;,5] 土 遇 开 为 
三 角 级 数 , 与 级 数 (4) 的 区 别 仅 在 于 : 展开 式 中 我 们 用 具有 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 ww fineprint.com.cn 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory 


沙 数 的 级 数 展 开 229 


27 为 周期 的 函数 cos 区 工 1 Si 人 zx 代替 周期 为 2x 的 图 数 


cos misin nz 作为 基本 元 率 . ge 
们 所 提出 的 问题 ,因为 我 们 当然 预先 就 明白 , 因为 (4) 的 各 
项 部 以 2x 为 周期 , 所 以 定义 在 区 间 [a, 们 上 的 函数 谢 x) 一 般 
说 来 是 不 可 能 用 它 米 表示 的 (因为 6 一 a 半 2x). 

我 们 还 应 看 一 看 怎样 对 虹 数 f(z) 找 出 崇 示 它 的 级 数 的 
系数 a.,5,， 为 此 我 们 注意 到 ,按照 最 开始 时 的 定义 


a 一 | TDJCOS Ry dy, 
ee | rr 


令 y 一 xz， 我们 得 到 


{ 


: 
二 | ff" {reos = 喇 工 
| / 


y 
一 | ff’ (Cricos i 对症 ， 


“= 二 | p(X)cos hr dd 
fe 


且 类 似 地 有 
一 a 攻守 St kz 组 二 


因为 满足 所 提 一 切 条 件 的 函数 f' (zx) 有 无 穷 多 个 ， 则 由 
函数 zz 在 区 间 (a 0 上 给 出 的 as 和 5 还 不 是 唯一 确定 的 . 
这 不 应 使 我 们 感到 惊奇 : 级 数 (16) 只 是 在 长 度 小 于 和 该 展开 式 
的 元 素 的 周期 2 的 区间 [a ,bj 上 表示 函数 f(x)， 完全 与 我 们 
最 初 了 解 的 情形 相似 ， 我 们 可 以 得 到 无 穷 多 个 不 同形 式 的 级 
数 (4)， 可 以 在 区 间 [ 一 x,]J 的 任何 部 分 区 间 { 但 不 是 在 整个 
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的 区 间 ) 上 表示 函数 f(z). 


中 译 者 和 注 ， 如 果 (zr) 在 [as&] 上 可 微 ,， 有 征 Fa 一 F6) 疡 (Cr 有 
卉 可 积 ， 加 不 论 5 一 a 六 2r 或 之 2x, 只 要 作 一 个 变换 y= 一 7 十， 


这 里 2 二 8 一 a: 则 Cr) ==qxy) 作 为 y 的 炒 数 就 在 区 癌 [ 一 x,x] 上 可 被， 
于 Cy) 有 界 可 积 ， 且 天 会 一) 一 pCz)， 所 以 gly) 可 粹 展开 为 cos ny， 
sin ry 的 Fourier 级 数 ， 由 p(y) 再 回 到 tx) 的 方法 和 本 书 讲 的 是 -- 样 
的 ， 一般 教科 书 都 是 这 样 处 理 的 . 问题 在 于 ,本 书 作者 关心 的 是 必须 
有 捧 一 中 一 Fr)， 所 以 才 采 用 了 以 上 的 讲法 ,但 这 就 有 一 个 漏洞 ， 反 
而 5 一 < 二 2r 时 上 访 讲 的 办 法 不 能 用 了 ,因为 不 可 能 再 全 f(a)= ft8)， 
可 见 六 rr) 非 疝 期 的 问题 是 未 可 如 免 的 . 详细 一 点 的 数学 分 析 教 材 中 都 
讨论 过 这 个 问题 . 值得 注意 前 是 , 这 种 情况 在 应用 中 可 以 说 更 为 澡 见 ， 
不 过 人 们 都 不 去 过 问 这 个 问题 了 . 
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微分 方程 


基本 概 急 。-_ 解 的 存在 性 、- 一 - 解 的 吗 一 件 ，-… 解 对 
参数 的 恢 赖 性 ， 一 一 变量 替换 ， 一 一 方程 组 和 高 阶 方程 ， 


基本 概念 ， 在 第 六 讲 的 末尾 我 们 说 到 了 ， 从 总 体 思 想 
米 讲 ， 任 何 积分 过 程 的 目的 稳 在 于 按 其 已 芭 的 局 部 符 征 来 建 
立 所 考 囊 对 象 的 总 和 的 “整体 的 ”特征 ， 这 个 方向 的 问题 在 
以 数学 分 析 为 工具 的 任何 应 用 科学 中 都 是 相当 大 量 地 存在 着 
的 ， 但 是 ， 这 类 问题 对 数学 工具 的 极其 多 种 多 样 的 要 求 远 非 
积分 一 一 通常 的 积分 或 者 多 元 积分 一 一 这 样 一 些 初等 工具 所 
能 满足 的 . 这 种 最 简单 的 积分 工具 只 在 较 少 的 最 原始 的 情形 

下 才 对 解决 所 提出 的 问题 合用 ， 

最 常见 的 情况 常 基 这 样 的 : 所 研究 现象 的 已 知 的 局 部 特 
征 导 致 建立 微分 方程 〔 即 联系 自 变量 、 函 数 及 其 不 同 阶 的 导 
数 的 方程 ) ,其 中 的 未 知 量 恰 怡 是 拱 述 该 现象 的 整体 特征 的 函 
数 ; 求解 所 提 的 问题 从 数学 上 化 为 解 某 个 微分 方程 组 ， 妈 归 
结 为 是 出 售 于 这 些 方 程 中 的 未 知 吨 数 ， 这 个 数学 问题 比 简单 
地 求 汞 数 的 积分 要 复数 得 多 ， 后 者 从 微分 方程 理论 的 观点 看 
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只 是 其 最 简单 的 而 和 且 是 平凡 的 特例 ， 这 一 点 表现 在 ， 一 旦 我 
们 把 某 个 类 型 的 微分 方程 的 求解 化 成 了 最 简单 的 求 函 数 积分 
的 问题 ， 就 认为 这 个 问题 已 解决 了 《所 以 在 微分 方程 理论 中 
通常 就 说 化 为 “ 求 积 ”)， 

研究 某 些 很 简单 的 例子 对 我 们 将 是 有 益 的 ,看 一 看 已 知 
的 现象 的 局 部 特征 是 怎样 产生 出 微分 方程 的 ， 方 程 的 解 又 怎 
样 给 出 这 个 现象 的 总 和 的 整体 下 述 . 

设想 有 一 个 容积 为 a 升 的 容器 装 满 了 水 ， 里 面 溶解 有 某 
种 盐 ， 设 有 液体 连续 地 流 过 该 容器 ， 在 单位 时 间 中 向 其 中 注 
人 5 升 纯净 的 水 且 从 中 流出 同样 升 数 的 溶液 ， 设 还 知道 在 某 
个 初始 时 刻 :二 0 时 容器 内 有 上 于 克 赴 ， 我 们 起 要 知道 经 过 : 
个 单位 时 间 后 我 们 的 容 右 里 还 留 有 的 盐 的 数量 x 千克 

在 所 提 的 向 题 中 给 了 我 们 这 一 现象 的 什么 样 的 局 部 特征 
呢 ? 我 们 知道 ,从 容器 中 以 单位 时 间 “ 升 的 速度 流出 座 液 册 : 
在 已 知 的 时 刻 上 容器 保留 有 未 知 的 x 千克 盐 , 而 因为 容器 的 


容积 是 a 升 , 则 每 升 溶液 合生 千克 盐 , 耐 5 升 溶液 则 含 笃 千克 
盐 . 这 就 表明, 如果 从 时 刻 : 开始 的 单位 时 间 里 ,溶液 的 浓度 
不 变 ( 即 保持 它 在 时 刻 : 的 数值 ), 则 在 此 单位 时 间 内 容器 中 
盐 的 数量 将 减少 笃 千 克 . 因而 容器 中 盐 的 数量 减少 的 速度 


将 是 一 他 ( 负 号 “一 "是 必 权 的 ,因为 学 是 盐 的 数量 增加 的 束 
度 ). 我 们 得 到 


dz __ 
I 9 《1} 


民 


中 这 里 我 们 般 设 溶解 得 这 样 快 ,使 得 实际 土 可 以 认为 在 容器 移 
所 有 上 号 处 盐 的 浓度 在 每 一 已 知 时 刻 者 是 相同 的 . 
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此 式 把 盐 的 数量 增长 的 降 时 速度 氏 用 它 在 该 时 刻 存在 的 盐 


量 x 表示 出 来 , 它 也 给 了 我 们 该 现象 的 局 部 特征 (这 里 当然 
" 说 成 “瞬时 的 ?或 * 质 刻 间 ”的 特征 更 为 方便 了 . 我 们 想 求 的 距 
数 了 一 xG) 就 是 我 们 所 得 到 的 方程 的 未 知 消 数 . 

这 消 数 能 沁 直 接地 用 积分 法 得 到 ?我 们 给 上 出 了 其 导数 的 
表达 式 ， 当 其 导数 已 知 时 求 茵 数 本 来 是 积分 学 的 切 本 问题 . 
得 是 疝 题 总 是 不 太平 常 : 未 知 辣 数 的 导数 不 是 通过 自 变 量 来 
表示 ( 像 我 们 习 镶 的 那样 }, 而 蚌 通过 未 知 隐 数 本 身 来 表示 . 积 
分 学 不 能 直接 用 于 解 这 类 问题 ,因此 形式 上 就 所 出 了 一 个 不 
则 上 的 新 的 问题 一 一 解 微 分 方程 (1). 但 是 ,这 种 情形 的 问题 
当然 十 分 轻易 地 化 为 积分 学 的 问题 . 将 方程 (1) 写 成 为 形式 

dz 


我 们 就 说 是 已 经 “分 离 ” 了 变量 ， 简单 地 积分 左边 给 出 ln x， 
右边 则 给 出 一 之 :， 因 此 


一 be, 
Ht 


| 
a 


这 里 上 是 一 个 常数 . 为 确定 此 数 ( 在 讨论 微分 方程 的 全 部 过 程 
中 ,这 项 工作 是 它 所 特有 的 ?我 们 要 回 到 “初始 的 ”条 件 : 当 
一 0 有时 xz = ce、 它 给 我 们 以 下 一 Ianc， 因 此 最 后 得 


= 
fn, 


这 样 一 来 我 们 所 提 的 问题 得 到 完全 的 解决 , 我 们 看 到 容器 中 
盐 的 数量 是 随 着 时 间 按 “ 指 数 " 规 律 减 少 的 . 

现在 设想 从 我 们 的 容器 中 流出 的 液体 还 要 流 过 第 二 个 同 
样 容 积 的 容器 ,最 初 ( 即 在 时 刻 :0) 它 装 满 了 纯净 的 水 ,而 
是 也 是 每 单位 时 间 流 进 和 流出 5 升 溶液 . 很 显然 ,这 时 也 不 断 
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地 向 第 二 个 容器 输入 盐 , 现在 想 要 了 解 在 时 刻 1 在 第 二 个 容 
癸 内 也 售 的 盐 的 数量 y( 千 页 ) 是 多 少 . 

这 里 首先 给 我 们 的 亚 次 只 是 现象 的 局 部 ( 插 时 的 ) 特 征 . 
很 显然 ,在 单位 时 间 里 问 第 二 个 容器 中 注 人 的 趣 的 数量 恰 是 
以 第 一 个 容器 中 排出 的 量 , 即 像 我 们 所 了 解 的 


2 = a -千克 )， 
和 


， 即 是 说 , 单位 时 间 里 从 其 中 流出 的 5 升 溶液 中 含有 之 y 千 


四 因而 第 二 个 容器 中 盐 的 数量 在 时 刻 ; 的 瞬时 增长 量 5 按 
单位 时 间 计 ) 等 于 


dy 一 多 
de a 2 Cee 


你 们 看 到 ， 这里， 局 部 撒 写 现 银 的 数学 表达 式 也 是 一 个 
微分 方程 (2). 我 们 再 次 给 出 了 未 知 函 数 y 的 导数 表达 式 ;: 但 
是 解 所 得 的 微分 方程 已 经 远 不 是 像 前 面 一 样 那么 容 粤 .方程 


(2) 给 出 我 们 的 导数 学 表达 式 ， 既 包含 有 自 变量 ;+， 也 包含 有 


未 知 画 数 y, 像 我 们 在 方程 (1) 中 所 做 的 那样 “分 离 ” 变量, 在 
这 里 已 不 能 直接 办 到 . 这 也 即 是 说 ,我 们 面临 着 一 个 原则 上 
是 新 的 问题 , 说 实在 的 , 在 这 种 情况 下 它 还 可 以 比较 简单 地 
解 出 , 但 在 -一般 的 情况 下 求解 微分 方程 我 们 还 没有 任何 办 
法 . 
如 何 看 待 这 个 “一 般 情 形 ”? 如 何 定义 微分 方程 的 一 般 概 
念 ? 在 我 们 的 几 个 例子 中 ， 我 们 过 到 的 都 是 形 如 
和 


= (2) 


= (Cs >y) . | 、 (3) 
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的 方 和 在 , 共 中 了 是 目 变 量 , 而 y 是 的 来 知 了 天 数 . 明 数 人 ,yy) 
当然 是 给 定 了 的 . 招 题 在 于 求 医 数 y = BT) 满足 方程 (3)， 
即 蔓 求 在 某 个 区 加 ae 志 zx 太 上 5 上 恒 有 
时 (xz) 一 fr px)), 
更 一 般 形式 的 微分 方程 是 
Flryy*y) 一 站 
其 中 了 仍 是 自 变量 , y 是 未 知 的 z 的 函数 此 一 5 与 以 往 
一 样 , 要 找 出 恒 满 足 关 系 式 
Flr PT) HAI) 一 0 

的 国 数 y 一 gx). 

其 次 ， 常 有 这 样 的 情形 : 即 所 研究 对 象 的 局 部 特征 要 求 
其 表达 式 中 不 仅 有 末 知 函数 的 一 阶 导 数 , 而 且 还 含有 其 高 阶 
导数 ,因此 问题 的 微分 方程 的 形状 是 ， 

下 C4) 

此 类 方程 称 为 x 阶 微分 方程 . 很 显然 ,这 是 最 一 般 的 内 售 一 
单 目 变量 的 未 知 函 数 的 征 分 方程 . 但 是 ,只 有 最 简单 的 情形 
才 会 出 现 只 会 一 个 未 知 国 数 的 方程 ,时 常 遇 到 的 是 含 依 赖 于 
儿 个 自 变 量 的 几 个 未 知 函 数 的 情形 

首先 很 设 我 们 讲 的 是 任意 个 未 知 痛 数 六 ,加 但 
蕊 们 都 具 依 赖 于 一 个 自 变量 x+。 要 使 问题 得 以 确定 , 现 切 的 
局 部 特征 应 当 导 至 微分 方程 组 ， 其 中 方程 的 个 数 等 于 未 知 销 
数 的 个 数 记 .这 类 方程 组 的 一 般 形式 很 显然 地 是 这 样 的 ; 

站 
3 2 

这 样 一 来 ， 我 们 得 到 了 所 谓 “ 常 ” 微分 方程 理论 的 最 一 般 的 河 
题 ， 这 个 “党 ” 字 是 指 仅 沼 一 个 自 变 量 的 微分 方程 和 方程 组 . 


试用 版 本 创建 ww fineprint,comcn 


232 第 八 讲 


质点 运动 方程 组 (当然 是 你 们 所 熟知 的 可 以 作为 一 
好 的 例子 
ey 2 ,党 ， 了 )， 
dy dx dy dz 
™ qde hs de di de) 


d’z dz dy dz 
"六 一 Zeya 各, 吉 时 ) 


其 中 唯一 的 自 变量 是 时 间 :, 而 未 知 函 数 是 质点 的 坐标 zy?， 
z，m 在 这 里 表示 该 质点 的 质量 , 而 了 ,了 ,Z 则 是 作用 于 质点 
的 力 的 分 量 , 在 一 般 情 况 下 力 是 与 时 间 . 位 置 及 点 的 移动 速 
度 有 关 的 . 初始 数据 可 以 是 在 某 个 确定 的 “初始 ”时 刻 : 一 所 
时 该 点 的 3 个 坐标 和 .3 个 速度 分 量 . 

如 果 自 变量 有 几 个 ， 则 我 们 会 遇 到 偏向 分 方程 (或 方程 
组 ). 未 知 函 数 现在 是 多 元 函数 于 是 方程 自然 地 就 包含 有 
未 知 消 数 对 这 些 自 变 量 的 俩 导数 . 偏 微 分 方程 的 理论 , 容易 
理解 ， 要 比 " 常 ” 微分 方程 理论 要 复杂 得 多 ,这 里 我 们 完全 不 
打算 涉及 . 

但 就 是 常 微 分 方程 理论 中 也 没有 几 个 多 少 有 效 的 一 一 般 方 
法 ,能 用 以 求解 较为 广泛 的 类 型 的 常 微分 方程 . 这 一 点 也 部 分 
地 容易 预见 到 ,甚至 初等 阔 数 的 通常 的 积分 ,在 许多 情况 下 ， 
正如 我 们 所 了 解 的 那样 , 常 得 到 非 初 等 的 函数 ,何况 是 对 于 这 
里 的 更 为 一 般 和 更 为 复杂 的 问题 , 但 是 , 即 令 我 们 停留 在 对 于 
微分 方程 理论 的 那 种 通常 的 观点 , 即 只 变 和 问题 的 求解 化 成 了 
通常 的 积分 ,我 们 就 可 以 认为 该 问题 是 解决 了 一 一 甚至 按照 
这 种 观点 ,我 们 所 能 得 到 的 进展 也 只 能 是 很 有 限 的 ,因为 化 简 
为 “水 积 法 ” 只 对 很 少儿 类 最 简单 的 微分 方程 可 以 用 (但 说 实 
在 的 ,从 纯粹 应 用 的 观点 看 ,这 已 经 是 最 重要 的 类 型 ). 我 们 在 
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这 里 不 仅 不 再 去 研究 它们 ,其 至 不 去 列 出 这 些 类 型 ,因为 对 于 
这 个 问题 你 们 可 以 在 任何 芯 至 最 初等 的 教材 中 找到 所 需 的 材 
料 . 我 们 目 然 地 应 当 去 从 事 重 县 原则 意义 的 问题 . 

解 的 存在 性 我 们 已 经 说 过 : 积分 学 的 基本 问题 可 以 
看 作 是 研究 微分 方 竹 解 的 最 简单 的 情 狐 ， 为 为 ， 若 方程 


$Y -- = f(r,y) (3) 
右上 方 与 y 无 关 的 话 ， 本 
一 f(r) 《3 ) 


的 方程 . 解 此 方程 很 居然 邮 等 价 于 求 积 函数 (x)， 关 于 这 个 
问题 我 们 已 经 有 机 会 看 到 ,上 荐 至 当 绰 数 六 xz) 是 连续 的 ， 要 证 
归 积 外 的 存在 ( 即 方程 (3 ) 的 解 存在 ) 也 要 专门 地 讨论 (依靠 
陋 数 fx) 的 一 致 连续 性 ): 如 有 果 函 数 (x) 仅 只 有 界 , 但 有 间 
断 点 ， 则 积分 一 般 说 来 是 不 存在 的 . 

从 这 一 切 我 们 可 以 预见 到 , 方程 (3) 的 解 的 存在 性 问题 
会 复 淋 得 多 , 并 且 在 任何 情况 下 都 需要 专门 地 研究 ， 此 其 对 
于 我 们 上 面 学 出 的 一 般 类 型 的 方程 和 方程 组 更 是 如 此 ， 为 要 
使 作为 微分 方程 理论 基础 的 这 个 问题 的 基本 思想 对 你 们 更 为 
突出 ,我 们 应 当 尽 可 能 地 摆脱 纯 属 技术 性 的 复杂 之 处 .因此 
我 们 在 今后 限于 研究 (3 那样 的 方程 ， 即 未 知 函 数 的 导数 已 
经 解 出 的 一 挤 方 程 ， 

le sad 而 的 某 个 区 域 上 入 人 ,我 们 


时 二 二 国 本 愉 虱 


由 


中 译 者 注 . 轩 为 下 文 说 马 可 以 是 闭 的 , 则 我 们 的 存在 定理 应 规定 
0 其 内 点. (Xo yn) 量 边 兴 点 的 情 闹 将 会 复杂 得 他， 
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数 y 一 9(z) ,在 点 xs 的 某 个 邻 域内 满足 方程 (3) 且 同 时 有 yy。 


= p(zo). 很 显然 ,区域 可 能 被 认为 是 闭 的 和 有 办 的 

为 证 明 它 我 们 需要 一 个 辅助 命题 , 同时 它 本 身 也 是 具有 
独立 价值 的 ， 我们 设 有 任意 的 定义 在 某 个 区 间 [a,58] 土 的 田 
数 的 无 穷 集合 S = {FCz)}. 我 们 约定 称 集合 5 为 此 区 间 上 的 
有 内 集合 如果 存在 着 这 样 的 正 数 半 ， 使 得 对 区 间 [a ,5] 上 
的 任意 的 及 对 集合 5 中 的 任意 的 函数 Pz) 都 有 有 |FCx)| < 
M.， 其 次 ,我 们 称 集合 S 是 在 区 间 [a ,6] 上 等 度 连续 的 ， 如果 
对 任何 se> 0 都 可 以 找到 这 样 一 个 正 数 8， 使 得 对 集合 5 中 的 
任何 盟 数 RCz) 以 及 对 区 间 [4a,6] 上 的 任意 一 对 满足 不 等 式 
1 一 < 人 的 点 4 利 s， 部 成 立 不 等 式 

[ED — Fr) | < 6. 

很 明显 , 好 黑 集 合 S 在 区 闻 [a, 丰 上 有 界 ( 等 度 连 续 ), 则 其 中 
的 每 一 个 谓 数 也 在 此 区 间 上 有 界 ( 一 至 连续})， 当 然 , 道 命题 
一 般 说 来 是 不 成 立 的 , 集合 5 的 有 界 性 以 及 等 度 连 续 性 要 求 
除了 该 集合 的 每 个 函数 具备 相应 性 质 之 外 , 还 要 求 该 性 质 对 
于 已 知 集合 的 函数 总 体 具 有 一 一 致 性 . 

最 后 ,我们 约定 称 量 | F(z) 一 F(x) | 的 上 确 界 为 集合 
$ 在 区 间 [a ,5] 土 的 宽度 ， 这 里 的 x 是 区 间 [a,5] 的 任意 一 
点 ,而 冲 和 五 : 则 是 集合 5S 的 两 个 任意 的 函数 . 

引 理 (Arzel8-Ascoli 引 理 ).。 任何 在 区 间 [4,5] 上 有 界 
的 且 是 等 度 连续 的 无 穷 画 数 集 合 9 都 包含 有 在 此 区 间 上 一 致 
收 鼓 的 薄 数 序列 . 

证 明 分 几 步 进行 . 

1)》 首先 来 证 明 无 论 正 数 怎样 小 , 都 存在 着 另外 的 正 
数 8, 使 得 对 任何 长 度 小 于 5 的 区 间 [a,F << fa,5], 集合 5 
部 包含 一 个 无 穷 子 集 S', 其 宽度 在 区 间 [a, 86] 小 于 s. 由 集合 
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S 在 区 间 上 a,j] 上 的 等 度 连 续 性 ,对 任意 的 卓然 数 都 可 以 找 
到 这 样 一 个 正 数 8, 使得 集合 3 的 任何 晃 数 在 任何 长 魔 小 于 8 


的 区 池上 的 振幅 都 小 于 侍 ， 由 此 得 知 , 这 些 函 数 中 的 每 一 个 

在 区 闻 [a, 人 所 取 的 一 切 值 都 位 于 茶 个 长 为 党 的 区 间 中 . 暂 

令 &,9(9 一 一 全) 表示 这 样 一 个 区 间 的 端点 、 很 显然 ,我 们 

可 以 确定 一 个 整数 使 得 “一 上 4 < 6 < 二 W、 这 时 有 
Mey et lM, 

且 因 为 区 间 [#, 天 含 于 区 间 [ 一 M,M] 内 , 帮 有 一 (一 站) 所 

才 一 1， 也 即 是 说 ,我 们 看 出 集合 $ 中 的 任何 一 个 函数 在 


区 间 [La,8] 上 所 取 的 所 有 的 值 都 属于 形 邵 


-不 一 x 
MEM CD) hn 1), 


四 


的 某 个 区 间 ， 因 为 这 些 区 间 个 数 有 限 ， 而 集合 5S 则 包含 有 无 
穷 多 个 函数 ,所 以 这 些 区 间 有 至 少 有 一 个 含有 5 中 无 穷 多 个 函 


数 在 [a,8] 中 之 值 . 令 这 些 函 数组 成 5',， 则 S' 是 无 穷 子 集 . 
201 


很 显然 , 子 集 5' 在 区 阅 [e,8] 上 的 宽度 不 会 超过 ,如果 我 
们 选取 数 a 使 得 全 < 一 <， 则 上 述 宽度 小 于 < 

2) 现在 来 证 明 集合 S 还 包含 这 样 的 无 穷 子 集 5'， 其 在 
整个 区 间 [a, 刀 上 的 宽度 小 于 s 为 证 明 此 事 我 们 选取 自然 数 


mn 这样 大 , 使 得 和 一 & 一 9， 此 时 根据 第 1) 段 中 的 证 明 , 集合 


7 时 


S 应 当 包 含有 无 穷 子 集 5;, 其 在 区 间 [a,a 十 上 4] 上 的 宽 


有 


度 小 于 s 同样 的 理由 , 集合 $S; 包含 有 无 穷 子 集 S:， 其 在 区 
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间 [a 十 “二 了 ,a 十 2 二 48] 上 的 宽度 也 小 于 e, 等 等 . 最 后 我 
们 得 到 了 集合 $ 的 无 穷 的 子 集 S。 二 8‘, 其 在 区 间 [a 十 
tm 一 1) 二 所,b] 上 的 宽度 小 于 ,在 这 个 区 间 以 前 的 每 一 


个 区间 上 宽度 也 小 于 +, 国 为 Sn 二 So 所 和 SC 已 SI 但 
这 即 表 明 , 集合 3 在 整个 区 问 [a, 站 上 的 宽度 小 于 <, 我 们 的 
命题 得 证 . 


3) 现在 再 来 完成 引 理 的 证 明 已 是 非常 简单 的 事 了 . 我 
们 以 $; 来 表示 集合 5 的 在 [4,5] 上 宽度 小 于 1 的 无 穷 子 集 ， 


以 5S; 来 表示 3; 的 在 [a ;| 上 的 宽度 小 于 六 的 无 穷 子 集 ， 且 一 


般 她 以 5, 来 表示 在 [a, 丰 上 宽度 小 于 广 的 集合 5,; 的 无 穷 子 
集 (所 有 这 些 子 集合 根据 2) 自 的 证 明 都 是 存在 的 )， 设 Etz) 
是 集合 5 的 任意 的 函数 ,F(zx) 是 集合 S: 中 任意 的 不 等 于 
Pi(z) 的 函数 ， 一 般 的 Fe(z) 是 集合 S。 中 任何 一 个 与 
Fr) 孝 不 同 的 图 数 ， 因 为 对 任何 
户 祈 0 都 有 Soro 性 Ss 则 F(z) € 5, 且 Fp(x) EE SS， 由 还 


对 了 回 Le,p 的 任意 的 点 二 都 有 
FA ~ FaoT I < p= 0,1,2,). 
但 按照 Cauchy 准则 由 焉 得 占 了 鸭 数 序列 下 1 t 二 ,3 和 


Fr), 在 区 间 [a ,个 上 一 致 收 人 证 ,于 是 引 理 的 证 明 完 成 ， 

现在 我 们 可 以 转 过 来 证 明 前 述 的 基本 定理 了 . 

但 因为 这 个 证 明 是 以 下 面 的 思想 为 基础 的 ; 而 掌握 这 个 
思想 最 简单 是 用 它 的 几何 解释 ,所 以 在 着 手 之 前 , 看 一 看 求 
解 已 给 方程 (3) 这 个 问题 本 身 的 几何 解释 将 是 很 有 益处 的 . 

这 方程 的 解 y 一 gtx) 的 图 像 通 常 称 之 为 方程 的 积分 曲 
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线 ， 方程 (3) 对 区 域 DD 的 每 一 点 (rx,y) 部 给 当 一 个 确定 的 方 
跨 ， 它 的 硅 率 是 
2 一 f(r,y}. 


区 域 互 的 每 一 个 点 都 带 有 确定 的 方向 ,这样 的 点 和 方向 的 全 
体 构成 所 谓 的 方向 场 ， 这 修 场 正 是 由 方程 (3) 给 定 的 ， 这 个 
方程 的 积分 曲线 就 是 这 样 一 条 曲线 , 其 上 每 一 点 处 的 切线 方 
向 者 与 在 该 点 处 的 方向 场 的 方向 一 致 . 我 们 寻找 方程 (3) 的 
解 y 二 97T}( 它 在 z= 二 xo 时 变 为 y0) 的 问题 从 几何 上 看 来 , 也 
就 是 , 求 该 方程 的 经 过 点 (x6;wy0) 的 积分 曲线 ， 因 此 证 明 该 方 
本 和 解 的 存在 性 就 意味 着 : 证 明 过 该 点 主 少 有 一 条 我 分 曲线 . 

我 们 为 此 而 采用 的 方法 ,你们 将 要 看 到 , 是 造 一 条 辅助 
曲线 ， 其 性 质 是 越 来 越 接近 于 积分 曲线 , 通过 极限 过 程 就 可 
以 得 到 积分 曲线 ， 

设 Cxzoyye) 是 有 界 闭 区 域 DD 的 内 点 , 而 函数 f(x,y) 在 其 
上 连续 , 日 令 好 是 函数 |f(x,y)| 在 该 区 域 上 的 上 确 界 ， 如 
果 数 = 盖 0 为 充分 小 ， 唱 当 

io 一 arsro 十 ec， yo—Mas yy Ma 
时 点 (zx,y) 也 将 属于 区 域 万 , 我 们 来 证 明生 在 着 一 个 阔 数 
?一 Kz), 它 在 区 间 [xo 一 ,xo 十 a] 上 满足 方程 (3), 且 有 
PT0) 一 yo. na : 


了 我 们 设 x 二 zo 十 二 (0 外 用 生 四 ， 因 此 点 zz 


Tn 分 区 间 [ x ,x 十 | 为 等 份 . 

我 们 在 区 间 [xo,zo 十 a] 上 作 折 绪 ( 图 34) y 一 Cx), 其 
顶点 的 横 举 标 是 xz。,z;,… ,x,， 而 每 一 段 的 斜率 都 与 场 在 其 
让 省 扣 的 方向 一 致 . 很 最 然 地 ， 它 可 以 从 叶 上 一 ] 到 二 偿 扒 地 收 
出 来 .同时 级 坐标 w = 名 (zi) 由 弟 推 公式 
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| | 
3 a cl 十 
图 34 
yr Yl 十 了 (21 1 V1 TE 一 
= yt fm) (1 过 :用 < 扫 : 和 ) 【5 1 


确定 ， 而 在 区 间 re 委 工 委 22 上 的 折线 方程 由 会 式 
TY 一 姑 1 十 了 (TI 一 《1L 雪 丰 扫 区 ) 
给 出 . 
为 要 证 明 折 线 yy 一 (Xx) 从 二 To 到 工 = 二 zo 十 a 的 整个 
区 则 上 属于 区 域 了, 很 显然 ， 只 要 证 明 
[yy 之 Ma (1 人 上) 
就 够 了 , 但 是 , 证 明 更 强 的 不 等 式 


| 六 一 yol 二 二 Ma (]] 寺 上 不 志 1) 


更 方便 一 些 ， 很 显然 这 个 不 等 式 对 下 一 0 时 成 立 ， 如 果 它 对 
某 个 是 < 成 让 ， 即 点 rey 六 属于 区 域 21， 因而 有 | 
?| 筷 证 ,但 此 时 递 推 公 式 (5) 给 出 : 


[yy | 一 | 十 = [fr ye) | 


< “了 Ma， (6) 
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因此 我 们 的 不 等 式 对 上 十 1 也 成 立 ， 这 样 
[1 Ow Me (ry 0)， (7) 
而 整个 折线 y 二 tx) 都 在 区 域 了 内 .因为 这 对 全 何者 成 
立 ,， 则 竺 罚 了 地,， 几 此 得 出 图 数 集合 只 (zta 二 1,2,…) 在 这 间 
Lroszro 十 wj 上 有 于. 
2) 设 和 x” 蚌 区间 [zoyz; 十 拉 的 两 个 点 且 为 确定 赵 
见 退 
Ti 
此 时 有 
RD) CO hr ) 
~— [CRT 二 二 
Co (Cr) — Gtr )) 


=(7" TDF y+ fr y+ 二 
Fre y+ ra fr i yy). (8) 
从 这 个 基本 关系 我 们 现在 可 得 一 系列 推论 . 
我 们 首先 来 证 明 消 数 铝 (x) 的 集合 = 1,2,…) 在 区 间 
Lzoyro 十 呵 上 等 度 连 续 . 实际 上 上， 关系 式 (8) 给 出 
[B(x 一 mr ) | 
Mt 一 和 -二 人 一 人 人 十 性 一 好) 
=—M{ir ir} 
= Mr ). (9) 
由 此 直接 看 出 ， 当 |z” 一 x'| 充分 小 时 我 们 有 | 总 Cz2?) 一 
PT) | < 二 < 无论 友 x' 与 x" 位置 怎 样 以 及 是 怎样 的 数 . 
3) 因为 沙 数 (zx) 的 集合 在 区 间 [zxo,zx。 十 eg] 上 有 界 且 
等 度 连 续 , 则 由 所 证 明 的 引 理 它 应 包 售 有 在 此 区 间 上 一 致 收 
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伍 的 吨 数 序列 . 狼 此 今后 我 们 将 只 考虑 这 个 序列 ， 而 我 们 可 
以 训 无 顾虑 地 仍旧 以 六 (zz 入 人) 的 (zz 来 表示 它 . 
这 也 中 是 说 , 当中 se 时 多 他 ) 一 多 < 对 zx 和 妥 工 每 to 十 和 
一 致 成 立 . 现在 我 们 来 证 明 以 这 样 方式 确定 的 图 数 wz) 满 
星 所 求证 的 定理 的 所 有 条 件 . 因为 对 任何 的 # 有 (7x0) 一 yo， 
所 以 前 先 有 Xx0) 一 yo 

4) 我 们 来 证 肯 当 xz 所 工 世 0 十 4 时 了 匡 数 yx) 满足 微 
分 方程 (3)， 设 给 定 任意 的 a 六 0. 由 池 数 f(x,y) 的 连续 性 及 
区 域 已 的 有 界 人 性 和 疯 性 , 存在 着 这 样 的 8> 0, 使 得 对 区 域 已 
的 任意 两 点 (&. ,加 ) 和 (8,7,)， 只 要 有 不 等 式 | 一 和 | 之 6， 
[7 一 安 | 之 23， 则 必 成 立 不 等 式 ，; 

FE) 一 FE me 
像 以 往 一 样 ， 记 和 人 zi) 一 入， 二 Rl 当 x' 志 
TT 持 ， 
ly CO— pr RM) Mr x'), 
而 因为 对 充分 大 的 n 有 
i rNMr" 一 了 
所 以 
I Pr) | 2M Cr Cor) 
因此 ， 如果 ! 刀 一 并 | 达意 , 则 对 充分 大 的 以 及 zz 所 Zz 所 
a 我 们 有 有 
[zi tA, ly —y| S22M6, 
这 里 朗 y= 二 g(x'). 由 此 按 数 8 的 定义 ， I I "时 ， 
对 充分 大 的 wx， 我 们 得 到 i 
| 

或 者 
Ory) ES) fr yy') 十 E， 
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如 旦 我 们 对 (8) 式 右 边 的 每 一 项 应 用 此 估计 式 ; 则 我 们 很 好 
然 地 得 到 ， 当 0 过 一 Zz 之 以 及 4 充 人 条 大 时 有 
C/T ) 

三 [AR 二 (Tr x), 
因为 此 不 等 式 的 左右 两 边 都 与 4 无关， 则 取 极 限 我 们 得 到 ， 
在 叭 一 的 条 件 |x* 一 x'| 二 人 之 下 有 

Cflx' sv) Er Tr) 7') 
< Cf yy 二 rT" 1 ), 
或 者 , 间 样 地 有 
PTD — per) a Fr < 


但 这 即 表明 
YK) To 十) 

《 当 并 二 zo 时 9 (z) 当然 表示 右 导 数 ). z 

5) 最 后 ,因为 我 们 很 显然 地 可 以 完全 类 似 地 对 于 区 间 
[xo 一 ayzoj 得 到 这 个 结果 , 琢 zx) 满足 定理 的 所 有 和 条件 . 
这 样 一 来 我 们 的 定理 得 证 . E 

我 们 确定 的 函数 y = p(x) 的 图 像 景 折线 ,这 条 折线 每 
一 段 的 方向 都 与 其 让 端点 的 场 中 的 方向 一 致 ， 随 着 有 的 无 限 
增加 每 段 折 线 的 长 度 减 小 . 这 也 即 是 说 , n 越 大 ,在 越 来 越 密 
的 折 点 处 折线 的 方向 与 场 的 方向 一 致 . 我 们 因此 完全 自然 地 
期 望 , 恕 果 这 些 折线 有 极限 曲线 ( 当 -> co 时 )， 则 这 个 曲线 
的 方向 将 与 场 的 方向 在 每 一 点 处 一 致 ， 即 这 就 是 积分 曲线 
极限 隔 数 的 存在 (如 果 不 是 对 整个 函数 序列 g(r)， 则 至 少 是 
沁 某 个子 序列 有 级 当 存 在 ， 这 对 我 们 的 目的 并 洪 有 区 罚 ) 已 
经 在 预备 引 理 牛 证明. 余下 的 只 需 以 严格 的 准确 的 讨论 来 证 
实 我 们 期 望 的 正确 性 ,我 们 已 做 到 了 这 一 点 . 
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解 芍 准 一 性 .在 一 定 条 件 下 保证 方程 (3) 的 解 存在 的 
定理 的 重要 性 是 不 言 而 哗 的 ， 当 我 们 实际 上 有 必要 解 某 个 微 
分 方程 时 , 为 此 是 要 耗费 一 点 力气 的 , 有 时 是 相当 大 的 力 
气 : 我 们 试图 把 求解 化 为 * 求 积 法 ”( 最 简单 的 积分 }， 南 如 果 
这 不 行 ， 则 应 用 通常 的 某 种 近似 计算 法 ; 但 是 要 使 我 们 的 这 
种 活动 成 为 明知 的， 当然 应 当 租 信 我们 所 求 的 对 象 实 际 上 存 
在 . 而 如 果 我 们 的 方程 完全 没有 解 ， 则 我 们 的 努力 就 白费 
I 

但 是 , 关于 所 求解 的 唯一 性 当然 也 是 重要 的 . 设想 我 们 
提出 的 问题 的 结论 是 ; 未 知 函数 y = p(x) 应 当 满 足 方 程 (3)， 
且 当 和 zz = x 时 等 于 yo， 如果 方 程 (3) 的 这 种 解 找到 了 ， 则 我 
们 认为 我 们 的 问题 只 是 在 这 种 情形 下 才 是 解决 了 的 , 即 相信 
方程 (3) 不 存在 任何 男 外 的 解 满 足 同 样 的 初始 条 件 wzo) = 
yo， 因 为 如 果 这 样 的 解 存 在 有 刀 个 ， 则 我 们 就 不 可 能 确信 ,我 
们 的 问题 的 解 怡 好 是 我 们 所 找到 的 那个 ; 甚至 即 令 我 们 找 出 
了 方程 (3) 的 所 有 这 样 的 解 ， 一 般 说 来 我 们 仍然 没有 理由 判 
定 其 中 哪 一 个 解答 了 所 担 的 问题 . 

十 分 重要 的 是 ， 即 令 满足 上 面 证 明 未 知 解 的 存在 性 的 那 
些 条 和 件 ( 即 仅 假设 函数 f(r,y) 在 已 给 的 区 域 D 上 的 连续 
性 ), 我 们 还 不 能 保证 该 解 的 唯一 性 ， 有 这 样 的 情形 ， 函数 
jzy) 在 区 域 五 上 连 绥 但 是 却 存 在 方程 (3) 的 几 个 当 x = zx。 
时 等 于 yo 解 . 但 是 ， 只 要 对 函数 f(z ,y) 要 求 稍 多 于 简单 的 
连 组 性 ， 就 可 以 保证 解 的 唯一 性 ， 其 中 最 方便 的 形式 之 一 是 
ee 它 可 表述 成 ， 仔 在 看 这 样 一 修正 的 常数 二 


本 哩 由 二 鄙 者 和 和 二 由 


要 刘 和 和 时 明 在 了 晤 


fx, ee yd) | SE|y 一 加 | CA) 
说 实在 的 , 这 个 条 件 还 不 是 条 插 中 最 宽 的 , 但 在 多 数 情况 下 
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实际 磁 到 的 情况 能 满足 它 ， 并 有 号 由 于 它 很 简单 ， 是 很 方便 点 
用 的 . 

这 样 一 来 ， 就 需要 证 明 : 如 果 函 数 Frz,y) 在 区 域 D 上 过 
续 昌 满足 条 件 (A)?, 则 方程 (3) 记 x = 时 等 于 Yo 的 解 y 

我 们 假定 , 有 两 个 函数 G(r) g(r) 当 一 we 雪 工 委 所 
十 < 时 都 满足 方程 (3》 且 有 (x0) 一 和 R(x0) 一 yo 设 

PPT) PXT) = Ar), 

因而 wizo) 一 小 此 时 , 当 z 一 8 入 ZX 入 十 8 时 有 


吕 本 | 
> 一 ee | = | 和 si {th 和 有 | 
| 一 大 | 如 (你 ) (10) 


我 们 以 p 来 表示 函数 |w(z)| 在 这 样 两 个 区 间 , [ze 一 起， 
zo 二 项 3 以 及 [zo 一 ezo 十 中 中 的 较 小 的 一 个 上 的 最 大 值 


( 记 这 个 区 间 为 [zo 一 7 ,zo 十 +], 其 中 的 表示 数 « 与 去 中 小 
的 一 个 )， 由 函数 |w(z) | 的 连续 性 这 个 最 大 信和 在 某 个 确定 的 
Tt 二 XY 处 存在 :|akz)| = 二 pg， 应 用 关系 式 (19) 和 第 一 中 值 
定理 ,我 们 得 到 


rp 他 证 
| 
< | 六 各 ld <al[’ | af | 了 
Rp: 1x 一 zol sk 车 一 少 ， 


驯 译 者 注 . 这 条 件 称 为 Lipschitz 条 件 . 
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由 此 得 到 pr = 0.. 这 表明 当 一 > 委 工 科 和 0 十 了 导 w(z) 一 
0. 如 果 一 a, 定理 得 证 . 如 果 - 一 藉 < a, 则 总 会 有 


Ey 去) 二 -0 


因此 我 们 可 以 逐次 利用 点 ro 一 区 及 zx 十 其 代替 了 一 zm 作 
为 始点 来 重复 我 们 的 讨论 . 这 使 得 我 们 可 以 断定 , w(x) = 0 
或 者 在 区 闻 [z。 一 2- 区 vze 十 2 去] 或 者 在 区 间 [z, 一 wz 
+ 4] 上 成 立 ， 如 果 是 前 一 种 情况 , 则 继续 这 个 过 程 充分 多 
次 ， 显 然 我 们 可 把 使 得 w(z) 二 0 的 区 间 扩 展 到 [z。 一 sz 十 
中 ,于 是 定理 最 终 得 证 . 

证 对 参数 的 慷 精 性 . 如 果 一 个 微分 方程 是 来 自 某 一 个 
具体 的 问题 , 则 此 方 千 总 会 包 售 一 定数 量 的 参数 ,它们 决定 
了 所 研究 现象 的 特定 条 件 . 例如 : 在 本 讲 开头 作为 例子 引入 
的 问题 中 , 这些 参 数 就 是 , 容器 的 容积 a 液体 的 流速 5 以 及 
在 第 一 个 容器 中 最 初 含有 的 盐 量 <， 所 有 这 三 个 数 当然 包 合 
在 我 们 所 列 的 方程 之 中 .当然 , 同样 地 , 该 方程 的 任何 解 都 
将 与 这 些 参数 有 关 . 这 样 ， 如 果 希 望 强调 这 种 关系 ,我 们 就 
应 当 把 方程 (3) 写成 


如 
re fr yspirpas 3s pr), 


且 把 它 的 解 写 为 
y= Hr pi pir pr), 
其 中 ,pz，…,p, 是 我 们 刚才 讲 到 的 参数 ， 
不 难 明 下 ,对 于 应 用 问题 ,所 得 到 的 微分 方程 的 解 对 这 
类 参数 的 依赖 性 的 性 质 具 有 十 分 本 质 的 意义 , 龙 其 重要 的 是 
证 明 这 种 依 束 性 是 连续 的 实际 上 , 参数 的 值 通常 是 作为 某 
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种 测量 的 结果 测 得 到 的 ,因而 我 们 通常 得 到 的 不 是 绝对 准确 
的 而 只 是 其 近似 值 , 带 有 某 个 尽管 是 很 小 的 误差 ， 因 此 ，、 如 
加 和 参 数值 的 微 不 是 道 的 改变 会 使 淆 数 pC pp 六) 可 
能 有 有 相当 大 的 变化 ， 则 问题 的 这 类 解 在 实践 中 是 毫 无 用 处 
的 ， 对 于 实际 目标 适用 的 只 是 这 样 的 解 : 对 于 参数 的 微小 变 
化 , 它 的 本 身 也 只 有 微小 的 改变 ， 因此 近似 地 知道 参数 的 
值 ， 我 们 能 够 近似 地 找到 这 些 解 的 值 . 但 很 显然 ,这 个 性 质 
确切 的 数学 表示 就 是 函数 g(x ,pppo,…… ,pp.) 关于 参数 疡 ， 
Po 的 连续 性 : - 

我 们 现在 来 证 明 ; 如 果 函 数 f(x ypiypzypb) 关于 某 
一 个 参数 jp 连续 并 有 世 这 个 连续 性 关于 区 域 D 上 点 (x,y} 的 位 
置 是 一 致 的 ， 风 者 前 面 证 明 方 程 (3) 的 解 的 存在 及 只 一 性 时 
的 那些 条 件 不 变 ， 这 些 解 也 是 参数 户 的 连续 函数 .因为 这 里 
讲 的 是 对 每 一 个 个 别 的 参数 ， 所 以 如 果 为 书写 简单 计 我 们 设 
消 数 了 只 与 一 个 参数 有 关 ( 孙 数 p 是 同样 的 ) , 则 我 们 的 证 有 
一 点 也 不 失 其 一 般 性 ， 

这 样 一 来 , 我 们 假定 函数 x,y,p) 对 其 所 有 的 3 个 自 
变量 连续 ,这 里 点 (x,y) 位 于 闭 区 域 D 内, 而 参数 上 属于 某 
个 区 则 4， 此 外 钉 有 (Cx,y}) EE 了 DD,(z,ys) ED 及 p Ed, 

[fx syrp} — fr yp)| Sk)|y, — y:|， (A') 


我 们 断定 此 时 方 各 

fp) 8") 
当 工 一 20 时 等 于 yo 的 唯一 解 y = plz,p) 在 区 间 4d 上 关于 
连续 


证 明 时 我 们 问 到 前 面 证 明 方程 (3) 的 解 的 存在 的 步骤， 
并 且 研 究 我 们 在 那里 所 建立 的 函数 (x) 对 参数 的 关系 的 
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性 质 ， 当然 , 我 们 现在 将 把 它 写 成 多 (zy 人情 助 于 归纳 关系 
(5) 成 为 
PY = yp) + Fr yp) sp) (11) 


由 于 我 们 的 假设 ， 国 数 Ar,yyp 关于 参数 请 连续 ,对 
任意 的 :> 0 都 存在 着 这 样 的 6 > 0, 使 得 
[fOr yp th) 一 frsyrp)| <e {12) 
当 | 有 <6,pEd,p 十 AEd, 《Cryy)ED 时 成 立 ， 由 公式 (11) 
yp yp = yp yp 二 


(Lf Cril $Yi—] (ph)} ' Ph ) 一 CTi-1 + Yi-1tp) :Pp) } 


(ln ). 
为 简单 计 设 
yp yp)= 0) 
因此 


A 一 疝 _] 丰 {fi yp 十 hy),p 十 有) 


Frmny pb) (Oi {13) 
花 括 号 内 的 式 子 可 以 写成 
fr yp hp 二 hyo Fr yy itp) ,pt+h) 十 
FR ny (PDP A 一 fr stp) ,py, 
由 《A') 这 些 差 中 的 第 一 个 绝对 值 不 超过 |A-, |, 而 由 (12) 
第 二 个 差 绝 对 值 则 小 于 e， 这样 一 来 我 们 得 到 


11< 4 二 和 人 [A 二 j= 总 十 210+ 时 ) 


(Sin)， 应 用 此 合计 式 于 量 | 和 -i | 右边 的 式 子 并 重复 这 个 
过 程 , 我们 得 到 关系 式 
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ak 
Eb Ce 二 总 (1 十 个 十 … 十 二 《人 一 


一 一 -am 
rr— 


ed 
nn 点 n 此 
{] < 7 


~ 
上 


这 也 就 是 说 , 当 后 | 之 时 我 们 有 
上 十 站 yp | i 1) QSign, 
或 者 , 同样 地 有 
ppt hh) grip) | 1) 


= 1 2 Ei: 
但 在 每 一 个 区 间 [z._， ,Ti | 上 二 随 数 人 工 : 户 ) ea (Tp 十 kA) 都 
是 线性 锁 数 ， 因 此 不 等 式 


orpi hi) rp)| < Ce 三 


既然 像 我 们 刚刚 看 到 的 ， 当 |&| 过 6 时 ,在 每 一 个 这 种 区 间 
的 端点 处 成 立 , 则 必然 地 也 应 对 整个 该 区 间 成 立 , 即 在 整个 
区 各 [ze 一 ayzo 十 aq] 上 成 立 由 数 < 的 任意 性 , 这 就 意味 着 ， 
国 数 集合 名 Lz, 户 ) 在 区 间 d 上 关于 参数 pp 等 度 连 续 . 我 们 以 3 
来 表示 这 个 集合 ， 则 这 个 集合 (序列 )5 包含 一 个 子 序列 8'， 
而 它 关 于 在 区 间 [2 一 xzo 十 zj 上 一 致 收 伍 于 国 数 gx， 
六 )， 力 数 wz) 也 就 是 方程 (3 所 求 的 解 . 但 作为 集合 S 的 
子 集 的 序列 S' 很 显然 地 也 是 关于 参数 请 等 订 连 续 的 集合 . 因 
此 和 由 前 王 证 明 过 的 引 理 它 应 当 包 含有 在 区 间 dqf 上 关于 户 一 致 
收 灸 (当然 是 收 伍 于 郴 数 另 (zyp)) 的 子 序 列 S*， 而 因为 所 有 
的 溺 数 品 (T ,Pp) 都 关于 连续 , 则 由 此 得 出 画 数 2ryp) 在 区 
国 & 上 关于 疡 也 连续 . 这 就 是 所 要 证 本 的 . 
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正如 我 们 了 解 的 , 方程 (3) 的 解 在 我 们 的 条 件 下 是 由 当 
z Xo 时 它 所 取 的 yo 得 崔 一 地 确定 的 ， 获 国 数 pl:r} 由 于 数 
xro 及 加 的 改变 而 改变 ， 因此 gtx) 本 质 上 是 三 个 让 变量 的 纯 
数 扩 zzroyryo)， 接 照 我 们 上 上面 所 说 的 原因 ,， 解 区 azoyye) 对 
这 些 “ 初 始 藻 ”的 关系 的 性 质 有 具有 本 质 的 意义 ， 且 不 仅 是 理论 
土 的 , 而且 也 是 实际 上 的 意 头 .又 然 看 来 可 能 认为 这 是 一 个 
新 问题 ,而 不 能 化 为 我 们 刚刚 全 究 过 的 解 对 参数 的 依赖 性 问 
题 , 因为 数 re 和 加 并 不 是 显示 地 含 于 图 数 f(z,y) 中 . 但 是 
实际 上 这 种 化 约 是 完全 可 能 的 . 实 奈 上 ， 如 果 我 们 用 关系 式 

TT yy 

在 方程 (3) 中 匡 变 搞 自 变 量 ， 也 变换 求知 珊 数 ， 以 xz 和 yy? 
为 新 的 自 变量 积 未 短 旷 数 ， 方程 (3) 将 成 为 


= Fr x ,yt yy (3”) 


同时 概 求 找 出 此 方程 当 :x” = 二 0 时 等 于 零 的 解 . 在 这 里 ro 和 
3 已经 显示 地 作为 方程 右边 的 参数 而 出 现 . 次 

3 = AL Xoo) (C14) 
是 方程 (3”) 的 所 求 的 解 . 由 我 们 刚刚 证 明了 的 定理 它 关 于 zz。 
和 yo 是 连续 的 , 因为 隙 数 放 zo 十 x ,yo 十 y*) 是 对 它 的 两 个 
自 变 量 都 连续 的 函数 , 二 而 自动 地 关于 xs 和 yo 连续. 但 为 要 
得 到 所 求 的 方程 (3) 的 解 ， 我们 很 显然 地 应 当 在 (14) 式 中 从 
新 变量 变 回 到 老 变 量 , 这 就 给 出 

y= T,X yo0) = yo pT Tor To Yo), 

由 此 直接 得 出 ， 这 个 解 对 于 初始 值 +。 和 x 连续 . 

支 量 尊 损 、 你 们 了 解 ， 当 积分 一 个 话 数 时 , 将 问题 化 
简 , 有 时 其 至 完全 和 解决 此 问题 的 最 有 效 的 方法 之 一 是 变换 积 
分 变量 ¢ 即 所 谓 “ 变 挽 法”)， 在 求解 微分 方程 时 这 种 方法 也 是 
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最 有 力 的 工具 之 一 ， 其 灵活 性 在 这 里 还 会 大 大 的 增强 , 因为 
既 可 以 变换 自 变量 , 又 可 以 变换 未 知 岗 数 . 正如 我 们 在 本 讲 
开水 所 看 到 的 , 如 时 变量 可 以 “分离 ”( 这 即 表 明 通 过 匀 和 答 
化 为 形式 MCy)dy 十 NCrjdzx = 一 0， 基 左边 的 每 一 项 中 挫 出 
现 变量 zy 中 的 一 个 )， 则 微分 方程 的 求解 容易 化 为 求 积 法 ， 
通 沉 的 变量 替换 也 正 是 为 此 目的 的 ,通过 变换 自 变量 x， 或 
者 变换 未 短 函 数 >, 或 者 同时 变换 两 者 ， 我 们 时 常 可 以 得 出 
新 的 已 经 可 以 分 离 变 量 的 方程 来 代替 变量 没有 分 离 的 方程 . 
尽管 通过 这 种 途径 可 以 化 为 求 积 法 的 微分 方程 的 类 型 还 是 很 
有 限 的 ， 它 总 还 包含 了 一 系列 最 简单 的 , 因而 也 是 实际 中 最 
常 吉 到 的 类 型 ,因此 变量 替换 法 具有 很 大 的 实际 意义 . 

这 里 首先 是 一 阶 方程 中 的 所 有 的 线性 方程 ， 即 在 其 中 无 
论 未 知 淆 数 y， 还 是 其 导数 都 只 以 一 次 带 的 形式 出 现 .. 这 
类 方程 的 一 般 形式 是 

YY fr) = 0, (C15) 
其 路 (zx) 和 fitzr) 是 z 的 给 定 的 连续 函数 ， 所 有 这 类 方程 
都 可 以 用 则 一 种 方法 化 为 变量 可 分 离 的 形式 . 
为 证 明 这 一 点 , 我 们 首先 研究 方程 
2 十 Fr)yz = 一 个. (C16) 
其 中 = 表示 未 知 函 数 . 这 个 方程 也 是 方程 (15) 类 型 的 方程 ， 
但 只 是 没有 “自由 项 *f,tx). 其 中 的 变量 立即 可 以 分 离 ， 
二 ftr)dr = 0, 
且 积 分 后 给 出 
ln ea 十 1 Fn)de = 0. 


对 我 们 的 目的 ， 只 要 求 方程 (16) 的 某 一 个 解 就 够 了 ， 因 此 我 
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们 设 z。 = 二 1， 因此 
in z 十 | 六 (eda = 0, 


由 此 得 


EE (17) 


也 即 是 说 , 方程 (16) 的 解 通 过 一 次 求 积 就 得 到 了 . 
为 要 将 一 般 的 方程 (15) 化 为 求 积 法 ,我 们 在 其 中 用 关系 
式 
y= Pry 
来 变换 未 知 胃 数 y, 其 中 yy* 是 新 的 未 知 晒 数 , 而 q(x) 是 由 公 
式 (17) 确定 的 方程 (16) 的 解 ， 此 时 方程 (15) 的 形状 是 
Pir)y” + Gr)y’ t+ rpgir}y’ + flr) = 0, 
驶 者 
Pry 十 人 rr) = 0, 
由 为 由 方程 (16) 
gr) rr) 一 日， 


由 此 得 
y 一 一 a 

因而 有 
3 二 本 el 2 “gq Dv 二 已， 


其 中 CC 是 积分 常数 ,最 后 得 
y= px)y" -一 cao Piedels Nd c} 


这 是 方程 (15) 的 通 解 ， 从 中 以 适当 的 方式 选择 常数 C 就 可 得 
到 其 所 有 特 解 。 例 如: 如 果 我 们 想 要 当 了 一 xo 时 有 y= yo， 
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出 从 遂 解 中 得 到 y。 二 一 C, 于 是 所 求 的 特 解 的 形状 是 
y 三 e J fi ly YY | a . (18) 


这 样 我 们 看 到 , 求解 方程 (15), 通过 适当 选择 未 知 函 数 
的 变换 化 为 依次 求 积分 两 次 .作为 例子 我 们 把 本 讲 开 尖 研 究 


过 的 问题 的 求解 进行 到 底 ， 
我 们 在 那里 得 到 的 方程 是 
时 十 二 一 Ce 一 日， 


很 显然 , 它 是 (15) 那 种 类 型 的 方程 ， 在 这 里 i() 一 之 且 
fr) 一 一 位 e-*%， 此 外 有 二 0 时 yo 一 0, 因为 在 时 刻 ! 一 


0 时 第 二 个 容 回 完全 不 含 盐 ， 我 们 有 | 及 (uJdu = ,于 是 
公式 (18) 给 出 : 


Y= ee to 十 | otetrdu ) = ea (19) 
此 陈 完 全 解答 了 所 提出 的 问题 . 研究 所 得 到 的 函数 ,我 
们 容易 发 现 : 第 二 个 容器 中 盐 的 数量 一 开始 是 增加 的 ， 然 后 


从 时 刻 : 一 和 起 开始 减少 且 当 :一 oo 时 趋 近 于 零 . 在 时 刻 
! 一 方 时 此 容器 中 盐 的 数量 最 大 ,这 个 数量 等 于 全 ,重要 的 


是 , 这 个 最 大 的 数量 既 与 = 无关, 也 与 5 无 关 . 相反 地 , 第 二 
个 容器 内 盐 达 到 最 大 含量 所 需 的 时 间 正 如 我 们 看 到 的 那样 与 
a 和 5 有关, 但 却 与 无关， 研究 画 数 (19) 就 能 得 到 所 有 这 一 
切 ， 以 及 这 个 现象 的 其 他 整体 特性 ; 我 们 看 到 解 微分 方程 ， 
在 此 实际 上 使 我 们 得 到 关于 整个 过 程 的 所 有 必须 的 整体 的 知 
识 ， 向 微分 方程 自身 却 只 能 给 我 们 以 参与 此 过 程 的 数量 之 间 
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聊 时 的 (局 部 的 ) 关系 
男 一 类 常见 的 , 通过 简单 地 变换 未 知 范 数 就 可 化 为 可 分 

离 变 量 的 方程 类 型 是 所 谓 的 齐 次 方程 ,其 一 般 形状 是 
of (20) 


特别 地 ， 经常 遇 到 的 方程 

Prryy)dy = QT, ydr, 
(其 中 P(x,y) 和 (Cz,y) 是 加 为 n 次 的 齐 次 多 项 式 ) 就 属于 
这 种 类 型 ,实际 上 , 这 类 齐 次 多 项 式 , 容 易 看 出 ， 在 陈 以 么 后 
变 成 关于 变量 二 的 多 项 式 ， 由 此 在 关系 式 


dy _ ry) ) Cr, yw 了 
dzr | 已 (Cry | Pry 二 


的 右边 , 分 子 和 分 母 都 是 比 交 的 有 理 整 函数 , 而 这 即 表 明 ， 
整个 右边 是 这 个 比 的 有 理沙 数 . 


在 方程 (20) 中 ,用 关系 式 y = zy" 来 变换 未 知 函 数 , 我 
们 就 将 它 化 为 形式 本 一 全 )， 由 此 得 


0 工 
或 者 
dy * _ dz 
YY) 一 站 
这 时 变量 已 经 分 离 ; 积分 后 容易 得 到 x 通过 y* 表示 的 表达 
式 . 如 果 此 式 关 于 3” 了 唯一 可 解 , 则 从 中 我 们 反 过 来 也 可 得 到 
y” 几 x 的 表达 式 ， 从 而 也 得 到 y 用 zx 表 出 的 表达 式 , 一 般 情 
部 下 这 个 关系 式 是 把 y* ,从 而 也 把 y 确定 为 x 的 “由 ”函数 
的 ， / | 
方程 组 和 高 阶 方程 ， 作为 结尾 我 们 再 来 简略 谈 谈 一 和 阶 
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微分 方程 组 的 招 题 以 及 融 阶 方程 的 问题 . 
设 我 们 有 个 一 阶 微分 方程 构 和 战 的 方程 组 ， 包 人 言 有 同一 
个 自 变量 xz 的 # 个 未 知 熙 数 DI Vn 不 言 而 喻 ， 我 们 称 
任何 满足 所 有 这 些 给 定 的 方程 的 曙 数 组 
yi 二 【《1 雪 二 


为 这 个 方程 组 网 解 . 我 们 概 设 已 知 方程 组 关于 导数 9 《1 < 


么 :3) 已 经 解 出 ， 因 六 形 如 


dy, 
一 二 人 人 Vs Yn {1 过 ! 所 ， 之] 


变量 ,73 的 值 的 总 体 我 们 在 这 里 方便 地 称 做 一 个 
“点 ” 这 当然 是 在 ” 十 1 维 空间 的 点 . 我 们 在 今后 所 有 的 地 
方 都 将 假定 所 有 的 函数 扩 孝 在 该 空间 的 某 个 区 域 内 连续 . 
任何 函数 组 ”一 gz 过 i 委 间 在 该 空间 内 的 几何 图 形 都 
是 菏 条 站 线 . 如 业已 给 的 函数 构成 方程 级 (21) 的 解 ， 则 表示 
它们 的 曲线 我 们 将 称 之 为 方程 组 (21) 的 积分 曲线 . 这 个 几何 
术语 在 此 不 仅 以 其 直观 性 而 特别 有 益 ， 商 且 首 先是 通过 它 ， 
对 方程 组 的 许多 表述 和 讨论 都 可 以 像 对 一 个 方程 一 祥 ， 以 同 
样 的 格式 和 术语 进行 讨论 和 表述 . 
例如 : 我 们 可 以 以 完全 简单 地 把 解 的 存在 的 基本 定理 说 
上 成; 过 区 域 DD 的 每 一 点 都 至 少 可 以 引 一 条 积分 曲线 . 当然， 
解析 地 就 要 说 成 ; 无 论 属 于 区 域 五 的 上 十 1 数组 各 各， 
… ,YI0 是 怎么 样 的 数组 , 都 存在 着 函数 组 一 (7) (1 扫 ;所 
n) ,在 某 个 区 间 zo 一 a 所 x 所 xo 十 a 上 满足 方程 组 (21) 且 有 
gz 一 340 人 所 ; 安 昌 .对 方程 组 证 明 这 个 定理 比 对 一 个 方 
程 的 情形 只 是 在 纯粹 技术 性 的 方面 复杂 一 些 . 它 的 基础 是 一 
个 引 理 ， 而 与 我 们 前 面 用 过 的 完全 类 似 ， 该 引 理 可 世 或 者 直 
接 证 明 ， 也 可 以 作为 我 们 以 往 的 引 理 的 推论 而 得 出 ， 这 后 一 
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种 方法 特别 地 简单 , 在 这 里 集 台 的 元 囊 不 是 个 别 的 函数 ， 而 
是 由 4 个 函数 所 成 的 一 组 CF Cr yr ,Ftx)), 它 有 时 称 为 一 
个 » 维 向 量 , 记 作 F(z), S$ 就 是 这 些 n 维 阴 数 铅 景 的 集合 : 
So= (FTP tr) PF TY) = {FCr)), 
且 诺 证 明 ; 车 号 pt ep 界 的 及 等 度 
连续 的 ， 我们 可 以 选取 请 数组 序列 FCG) FC) ,re 
Fr 它 在 基 个 已 知 区 间 上 一 致 收 往 . 这 即 意 昧 着 : 设 
FOCrY= FCT) Fare) FT 1) 
则 我 们 得 到 个 函数 序列 
Fr) (一 12 ln)， 

其 中 的 每 一 个 都 在 已 知 区 间 上 一 致 收敛 . 证 明 这 样 进行 ， 先 
由 前 面 的 绰 理 我 们 找 出 这 样 的 函数 组 序列 Se， 使 得 序列 
PCz) 在 已 知 区 间 上 一 致 收 仑 ， 从 这 个 旺 数 组 序列 我 们 本 
据 阿 样 的 引 理 可 以 选择 这 样 的 子 序 列 ,使 得 第 二 个 画 数 序列 
PFCz) 也 在 忆 知 区 间 上 上 一致 收 敏 . 重复 这 个 过 程 n 次 , 我 们 
很 显然 地 得 到 了 这 样 一 个 函数 向 量 序列 ,这 个 函数 向 量 序列 
其 实 助 个 函数 序列 {之 i 之) 即 这 个 向 量 的 各 个 
分 量 的 序列 ,它们 都 在 已 给 的 区 间 上 一 致 收 化 ,这 就 证 明了 
新 的 推广 了 的 引 理 . 

存在 性 的 基本 定理 的 进一步 证 明 册 我们 以 往 的 讨论 十 分 
相似 ， 作 为 指导 方针 ， 这 里 最 方便 的 是 采取 几何 和 解释， 在 这 
里 像 以 往 一 样 ,我们 作出 某 个 折线 集合 , 每 段 折线 的 长 可 以 
任意 小 并 从 此 折线 集中 根据 证 明 过 的 引 理 我 们 选取 一 致 收 伍 
于 某 条 曲线 的 序列 ， 对 此 曲线 我 们 可 碎 用 以 往 的 方法 《稍微 
复杂 一 些 ， 要 作 一 些 自明 的 纯 技术 性 的 修改 ) 证 明 它 是 方程 
组 (21) 的 积分 曲线 . 这 条 曲线 经 过 已 知 点 (ro, yy )， 
因为 所 作 的 所 有 的 折线 都 经 过 它 . 
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过 已 知 点 的 积分 曲线 的 堆 一 性 可 以 像 以 往 一 样 证 明 ， 只 
对 育 数 ff 深 加 一 些 补充 条 件 . 这 些 条 件 中 最 简单 的 形式 完全 
类 僻 于 条 件 ( 太 ) 且 归 结 为 要 求 在 整个 区 域 D 上 渍 足 不 等 式 


11} 《人 [2 


EF Ty yy Oo fT | 
Ry yr| Qien), 
j=1 


其 中 丰 是 某 个 正 的 常数 册 ， 
我 们 对 于 高 于 一 阶 的 方程 没有 时 间 讨 论 了 ,我 们 只 是 指 
出 ， 任 何 = 阶 方程 
Flryyoy 3 (22) 
的 求解 部 可 以 化 为 求解 一 阶 方程 组 . 实际 上 , 我们 研究 以 下 
形状 的 方程 组 , 它 由 含有 5 个 未 知 消 数 y ,ys… ,3 的 个 方 


程 构成 ， 
[PF Cr Y) yas Ya a Ve) 一 0， 
bay Ya 
3a = ys (23) 
yr 一 加， 


并 且 设 我 们 找到 了 该 方程 组 的 解 
Y= 《1 和 扫 并). 
此 时 由 方程 组 (23) 得 
PAT) = CT) 二 ya 
PI) = 7) = rT) = 
PF) = UT) = RT = RT = yn, 


中 ”至 者 注 . 它 称 为 关于 请 数 启 量 (六 人 rn 六 Cr 
的 TIipscehitz 条 并 ， 
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me 
Cr = Ys EE 
因此 方程 组 ‘23} 中 的 第 一 个 给 出 
Flx PT Cr "x)) = 0, 
即 衣 数 y 一 p(x) 是 方程 (22) 的 解 ， 
反之 ， 设 图 数 y = 二 qx) 满足 方程 (22). 令 

y= Pr ye = GT) Yn = (TY), 
我 们 直接 看 到 ，、 函 数组 Cy ,yi,… 构成 方程 组 (23) 的 解 . 
这 也 就 是 说 , 求 方程 (22) 的 所 有 解 和 求 方程 组 (23) 的 所 有 
解 实 际 上 完全 是 可 以 互 化 的 . 
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齐 民 友 


这 本 书 的 男 一 位 译 者 王 会 林 已 经 看 不 到 自己 劳动 的 成 果 

了 。 王 会 林 是 武汉 大 学 数学 系 1969 年 的 毕业 生 , 后 来 长 期 在 
训 阳 师范 专科 学 校 教 数学 . 1996 年 , 他 有 机 会 回 到 母校 再 读 
一 年 书 ， 作 为 访问 学 者 。 可 惜 进修 尚未 完毕 ， 他 就 因 肝 病 不 
幸 酬 录 。 当 时 我 们 计 说 ， 如 果 学 某 一 个 专门 的 分 支 ， 在 学 完 
以 后 写 一 篇 文章 , 回去 以 后 , 也 许 会 得 到 某 些 实 元 . 但是, 再 
过 一 段 时 间 ， 学 到 的 东西 会 逐渐 淡忘 ， 自 己 的 工作 水 平 也 不 
会 有 太 大 的 进展 ， 这 样 做 有 什么 意义 呢 ? 于 是 ,我们 决定 找 
一 个 共同 有 兴趣 的 问题 :“ 怎 样 教 好 数学 分 析 课 ”， 在 这 一 段 
时 间 里 ,认真 地 思索 一 下 ,他 这 么 多 年 来 一 直 在 教 这 门 课 , 我 
却 是 多 年 没有 接触 它 了 。 但 是 在 初 担任 教学 工作 时 ， 一 址 教 
这 门 深 , 所 以 一 直 关 心 这 个 问题 。 辛 钦 这 本 书 从 1953 年 起 一 
直 阶 伴 着 我 。 这 一 次 ， 又 把 它 找 了 出 来 。 虽然 时 过 40 年 ， 仍 
感到 极 有 好 处 。 王 会 林 懂 俄 文 , 于 是 我 们 一 同 把 它 番 译 出 来 。 
一 方面 希望 对 当前 的 教学 有 所 助 益 ， 一 方面 也 是 纪念 这 位 数 
. 十 年 默默 地 奉献 自己 的 精 为 于 斯 的 一 位 普 普 通通 的 大 学 生 
一 一 教师 。 他 和 我 都 不 是 “改革 派 ”， 而 且 也 时 常 感到 不 必要 
把 一 个 政治 口号 静音 扯 刘 自己 头 上 一 一 仅 管 这 个 口号 是 正确 
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的 。 作为 一 个 普 普 通通 的 教师 , 总 要 不 断 地 改进 自己 的 工作 ， 
逐渐 形成 一 些 看 法 ， 以 期 有 有 利于 青年 学 生 。 所 以 借 此 机 会 把 
这 段 时 间 我 们 常 谈 的 一 些 问 题记 录 下 来 , 

数学 分 析 的 “主要 矛盾 ”是 什么 ? 是 “s-5”， 这 恕 怕 是 最 
常 听 到 的 答复 。 数 学 分 析 是 高 等 数学 的 人 门 ， 它 的 产生 就 是 
适应 于 用 数学 工具 找 述 自然 现象 的 需要 。 因 此 ， 真 正 要 注意 
的 是 ， 为 何 应 用 微 积分 来 说 明 自 然 和 社会 现象 (当前 对 经 济 
现象 的 数学 研究 是 十 分 引信 广 目的 ), 寻找 其 客观 规律 这 决 
不 是 在 习题 中 增加 一 些 “ 应 用 问题 ”所 能 痊 效 的 。 因 为 这 些 
应 用 问题 ， 例 如 计算 重心 、 体 积 、 面 积 …… 都 是 完全 程式 化 
了 的 材料 。 这 是 改进 数学 分 析 教 学 最 灰 的 圭 难 ， 很 需要 从 教 
师 的 训练 、 教 材 的 编写 、 新 的 教学 环节 如 建 模 的 训练 ， 以 及 
所 有 数学 、 物 理 课程 《还 有 计算 栅 ) 的 教学 统 盘 考虑 的 问题 ， 
这 里 就 不 再 说 了 。 

至 于 e-9， 这 确实 是 一 只 拦路 席 。 大 概 学 微 积 分 〈 即 数学 
分 析 ) 的 学 生 有 两 种 : 一 种 只 蚌 需 要 大 体 懂 得 其 基本 的 内 容 ， 
学 会 一 些 运 算 技能 ， 能 解决 一 些 比较 容易 的 典型 的 问题 ， 学 
习 其 他 课程 不 至 于 看 见 微 积分 公式 就 不 知 所 去 ， 这 样 也 就 行 
下 。 为 一 种 或 者 是 未 来 的 专业 数学 工作 者 ， 或 者 他 所 从事 的 
专业 会 用 到 越 来 越 多 的 、 甚 至 很 新 的 数学 知识 。 这 些 知 识 又 
不 可 能 都 在 大 学 学 到 。 而 将 来 他 其 至 需要 能 用 数学 的 方法 自 
己 解决 一 些 问题 。 随 着 科学 的 发 展 ， 后 一 类 学 生 和 专业 只 
越 来 越 多 。 当 前 从 经 济 学 的 发 展 对 数学 的 要 求 就 是 一 个 有 败 
例证 , 讲 8， 我 们 认为 是 对 后 一 类 学 生 (包括 学 经 济 的 学 
生 ) 的 要 求 。 有 一 种 牙 法 是 把 这 门 课 分 成 初等 微 积 分 和 高 等 
微 积分 , 前 者 适应 前 一 部 分 学 生 , 后 者 适应 后 一 部 分 学 生 。 这 
是 美国 人 通常 的 司 法 。 担 是 这 两 部 分 王 有 重 属 ， 因 此 对 后 一 
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部 分 人 实在 是 浪费 了 不 少 精 力 。 不 少 辐 志 主张 这 样 分 划 是 因 
为 感到 数学 分 析 太 难 ， 学 生 不 易 掌 握 。 但 是 把 两 部 分 合成 一 
门 数学 分 析 在 我 国 固然 是 50 年 代 以 后 的 事 , 其 实 这 并 不 是 前 
苏 隆 所 独 有 的 “计划 经 济 的 给 端 ” 的 产物 。 在 欧洲 大 陆 多 少 
年 来 都 是 这 样 的 。 从 50 到 60 年 代 的 20 年 左右 的 实践 看 , 以 
我 国 高 校 教师 的 能 力 ， 特 别 是 能 够 进入 这 一 类 专业 的 高 中 生 
的 准备 来 看 ， 可 接受 性 应 该 不 是 太 大 的 问题 。 

真正 的 问题 在 于 一 是 少数 教师 对 e-6 过 分 苛求 ， 使 数学 
分 析 成 了 有 大 戏说 的 “大 头 微 积分 *。 教 了 一 年 半 载 还 在 基本 
概念 里 转 。 教 师 生 怕 学 生 不 慌 ， 学 生 学 着 总 不 对 劲 。 其 实 e- 
是 一 种 语言 .这 是 非常 简洁 准确 的 语言 , 是 每 一 个 需要 较 多 
数学 的 学 生 《〈《 即 上 述 第 二 种 学 生 ) 所 必 不 可 少 的 。 可 是 学 会 
一 种 语言 〈 这 是 一 个 过 程 ， 不 能 希望 一 年 级 大学 生 就 能 学 
会 )， 雇 不 等 于 要 成 为 一 个 “语言 学 家 "”。“*“ 大 头 微 积分 ”的 毛 
病 大 概 在 此 。 我 还 曾 请 王 会 林 从 苏联 杂志 《数学 科学 的 成 
就 y》 土 译 了 一 篇 “在 国立 拉脱维亚 大 学 数学 、 物 理 系 进行 的 
一 场 大 学 生 数 学 竞赛 "， 发 表 在 《数学 通讯 }，1987， 第 一 期 
《44 页 ) 上。 对 晴 数 的 一 致 连 续 性 定义 这 个 e-5 命题 变换 了 23 
种 说 法 ， 而 且 要 求 把 适合 每 一 种 说 法 的 函数 都 找 出 来 。 读 者 
不 妨 看 一 下 ， 这 样 要 求 大 学 生 行 不 行 ? 但 这 个 材料 在 教学 中 
确 有 用 处 ， 我 曾 选 用 其 中 少数 与 同学 们 讨论 ， 后 来 同学 们 都 
感到 得 益 不 少 。 可 是 这 还 不 是 问题 真正 所 在 : e-6 既是 一 种 语 
言 ， 重 要 的 是 它 表 述 的 究竟 是 什么 ， 为 什么 又 一 定 要 这 样 表 
述 。 这 一 点 ， 读 一 下 辛 钦 这 本 书 ， 定 会 大 有 牙 获 。 例 如 我 们 
通常 都 说 定 积 分 是 和 的 极限 ， 这 本 书 就 告诉 了 我 们 为 什么 要 
说 是 上 和 的 下 确 界 ， 下 和 的 上 确 界 ， 而 不 说 是 极限 。 其 实 这 
是 很 深刻 的 间 题 如果 一 定 要 讲 到 Moore-Smith- 
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UnaryHpoBerl6a 《西方 人 都 不 知道 这 位 俄国 数学 家 ) 极限 理论 ， 
不 妨 看 一 下 非 赫 金 哥 尔 欧 :《 币 积分 学 教程 》 第 二 卷 一 个 附录 
《 见 三 分 册 ?， 可 是 对 一 般 大 学 生 那 也 就 是 “语言 学 察 ” 的 要 
求 了 。 基 至 ， 对 于 大 学 生 们 ， 就 选择 一 个 积分 和 系列 ， 和 定义 
其 极限 为 定 积 分 也 无 不 可 〔 至 少 对 于 连续 函数 的 积分 ).。 但 帮 
为 一 个 教师 ， 懂 得 这 一 点 确 是 必要 的 。 相 信和 不 少 读者 读 了 这 
木 书 定然 有 人 翌 然 大 情 的 感觉 。 特 别 是 第 一 齐 讲 实数 理论 等 等 
是 十 分 精采 的 。 读 了 这 本 书 ， 读 者 会 感到 辛 钦 确 实 是 一 位 了 
不 起 的 教师 。 他 写 的 《数学 分 析 简 明教 程 } 在 50 年 代 末 、60 
年 代 初 在 我 国 风 行 一 时 。 依 我 拙 见 ， 比 他 写 得 更 好 的 教材 至 
今 还 是 风 毛 网 角 。 教师 自己 能 “ 惰 然 大 悟 *， 又 能 理解 自己 的 
学 生 ， 处 处 有 分 寸 感 ， 这 样 的 教学 当 会 是 成 功 的 。 

近年 来 党 旋 一 个 问题 即 数学 课程 的 现代 化 。 有 不 少 同志 
主张 讲 一 点 外 微分 ,有 一 些 同 志 主 张 加 上 一 点 样 条 函数 ,……， 
我 们 的 看 法 是 硕 其 自然 不 求 一 律 为 好 。 本 来 , 不 局 的 学 校 , 不 
同 的 教师 ， 合 一 门 课 就 会 有 不 同 讲法 。 这 也 是 古今 中 外 概 茧 
能 解 的 事 。 我 们 曾 分 析 了 一 些 著 名 的 教材 。 例如 美国 人 Hardy 
的 《纯粹 数学 》， 如 果 联 系 着 Titchmarsb 的 《 示 数 论 y》， 二 者 
何其 相近 ? Goursat {法 国人 人) 的 《分 析 教 程 》 与 Courant 
(法 国人 ) 的 微 积分 , 谁 也 图 得 出 来 在 风格 上 是 大 相 运 庭 .。 但 
是 所 有 这 些 书 ， 在 基本 内 容 上 均 无 二 臻 。 因 此 ， 如 果 一 位 教 
镍 上 自己 刘欢 几何 ， 或 者 自己 的 研究 工作 常用 外 微分 ， 教 教学 
生 ， 刀 有 一 定 分 寸 ， 自 然 无 可 厚 非 。 其 他 教师 由 有 自己 的 绝 
招 , 和 综 么 可 能 划一 ? 重要 的 一 是 要 注意 到 科学 发 展 的 总 欧 势 。 
当前 十 分 清楚 的 是 使 数学 与 物理 、 工 程 、 社 会 科学 的 一 些 部 
门 特 别 是 经 济 学 的 接近 , 与 计算 机 的 接近 , 这 一 点 前 面 说 过 ， 
在 本 文中 暂时 不 谈 . 二 是 不 要 忽略 了 最 基本 的 东西 的 变化 , 基 
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本 的 东西 是 比较 稳定 的 ， 因 此 是 教学 中 要 大 为 着 力 之 处 。 可 
是 就 连 最 基本 的 东西 也 会 有 些 变化 。 举 一 个 例 ， 本 书 关 于 
Heine-Borel 引 理 的 阁 述 是 有 毛病 的 5 见 23 网)。Heine-Borel 
引 理 实际 上 是 紧 性 的 定义 ， 而 紧 性 如 作者 说 的 是 “时 代 各 晚 
些 才 产生 的 ”。 本 书 中 涉及 紧 性 之 处 , 总 使 人 感到 作者 未 能 运 
用 自如 ， 与 其 他 章节 之 如 行云流水 有 些 不 同 。 辛 钦 基 本 世纪 
的 大 数学 家 , 他 从 30 年 代 起 就 有 大 贡献 于 概率 论 等 方面 ,而 
紧 性 昌 是 拓扑 学 中 的 根本 问题 ， 与 辛 钦 所 雪 长 的 领域 却 有 些 
距离 。 如 果 说 数学 的 发 展 其 至 使 辛 钦 这 样 的 太 人 物 尚 有 难于 
运用 自如 之 处 , 对 于 我 们 这 样 的 普通 和信 则 不 在 话 下 了 了 了。 所 专 ， 
要 想 做 一 个 好 的 教师 ， 总 得 不 断 充 实 自己 。 这 一 点 也 只 能 顺 
其 自然 ， 尽 到 努力 而 已 。- 

译文 加 了 一 些 注 解 ， 一 是 改正 一 些 错误 ， 二 是 对 某 些 应 
注意 的 问题 作 一 些 说 明 , 希 望 能 与 作者 写作 此 书 的 宗旨 一 致 ， 
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